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VERHANDELING 



«VEB DX 

VARUTIE-REKENING^ 



■■«"•ft* ■, ■ .. V- ■ 

U ZwoUt. 



B E R I G T. 



iXm FlÊriaadilmg behelst e^en^h ntaft meer dan mm fi.v. 
n hei grooU ■ watk vaa uoaoiz » of ia ander» buittniandech» 
herhoeiea over de Iniegraal-Jteierüig, tan vSadm; het nuf 
vm hare wffgniw iè Aie atteen daaiin te Moeien , dat eriaaom 
tul nc^ geen doehnatig geeehr^ over de Variatie'Rekeniiig b»- 
etaat. De Schri/ver heeft daarom ook slechts tea doel, om door 
het leveren van £i kort geschrift m het NedeHandsch, tot 
vertprviüag vaa hoogere fFïdsaadige kennis onder a^ne Laad-. 
geaoaUn en J^debden^ mede te werken. 

Met aJgemeen aaagenomm fidriatie-teetm 9 vereejult in vam 
weinig van het in de werken deeet Omootiehi^ gebruike^ke 
diffirelttiaal-teeken ^, Dete overeenkomst maait het gezamenUjhe 
gebruik dexer ieekens eenigsins lastig; het is hierom, dal in 
dese Ferhandeling de di^mttialsn door de letter A tumgeduid 
everden. 



EERSTE AFDEELIÏÏG. 



S I. Eika grotthêii, welktr waard» raa umig» fitm4- 
vattige tm ytranJerlpi* tlm»»**» afüaiiM&lt ir, wordt 
eens functie vm da zaatMftailittda viranderl^ka eltmtntem 

ginoemd. • . ■ . 

Men fiett zulk cene- funcile in het algeméén voor door de ver. 
aoderlUke elementen tnirclien Imkje* tn' te flniten , en er de letter 
F voor te plutAn. Zoo betedceat F («>ieen0 fuiKtle vu het 
venndériQke element F (x, eene fiuKÜe vip litt: veomdgs- 
lyie elemeotea x myi enz. 

'V^BUKer men UJzonder de Mndacht wU veitigeo op de Ouid- 
vutlge dtmenten eenet functie, mnden dezetve. neveta 4e 
veraodetUJke, tnuehen de baa^ geploatit, Stdlen alzoojf, r> * 
.verandetlDke ;eD a, ,i, e flandnsflge gnfoibedbn voot* dan be- 
teekeat F (x, y, a, « , e) ee« functie* %MBeqge(ldd uic 4e 
verandetiyke elemeotea / , s en de Qaodvasige 'a^ ktC* 

ï '^ '*) beteekeot eene fnncdei die nit x4'<* ^ iameoge- 
field» en bijgevolg veel minder algemeen !* dan F (x, 4), jp 
welke x en i3 op alle denkbare wijzen vttbonden, kmnm voor- 
komen. Op gelijke wijze beteekent F (.k \ a , ji -^^ liy.esm fbnetïe, 
die nic x \a en ü zamcngefteld, eq ^390 beg^epen-ii In 

de meer atgemeece F («, j-, a. >). • " ; 

$ a. Wanneer men zegt, dat io F (ar} de wmde vui x ia 
overgegaan in ' + bcicekcnt zulki, dat F (x-f O °P 

U" Dbbl, I<> Stuk. A 3 zelf- 



Digilized by Coogle 



4 



zeirde wiJze nic hcc tweeledig elemenc (x is zimengefteld, als 
F («) uit het enkelvoudige element *. Was dus, terwijl A, B, C 
enz. dandvuttge coéfficiënien ca », ^, v enz. Oaiidvattige expo. 
neotea Toorflellen, 

F (*) = A « ' + B Jt + C + D * ' + «r. 
dan zil liien ook hebben 

Differentleeit men deze vergelijking > blJ de onderaclling, dat 
X alken vennderiyic ii, dan word: 



Eveneens vindt men, door / alleen als veranderlijk te c 
ftellen. 

Men heeft dm is het algemeett 



. ■ W- 

$ 3. Ontwikkelt men F (« -f r) in ccnc volgens de opkiimmende 
tugtm van t geordende reeks, dan moet derelve voor t — a 
overgaan in F (x). Er kunnen dus in die reeks geene negatieve 
nagten van t voorkomen, omdat deze magten voor /=:o niet 
zonden verdwijnen, maar integendeel oneindig giüot worden. 

Wai alzoo de ontwikkelde reeks 

FC'+0=F,W + K** + M/-+Nï' + «z. . CO» 
dan zijn M, », em. ftandvastige polïtleve getallen, terwijl 
K, M, N, tnz. functifn van x vooiftellen. 

Difi^tieerC' men de vergelijking (3) bU ondadelliiig , dat 
* allecD veranderlijk is, dan wordt 

d * dar d * d* 

DiSineDtieen'ineti dezelfde vogeiyiilDg by de ODderOelHog, dic t 
«lleen verandertyk is, dan woidt 

^i^ti2.= K * r «r» + M « * — ' + N» » ' + 



VUBdttHLIHO OTtR m VAlUttEllikkEMmo. J 

■ DfliMve II volgeni de vergdl|kiDg (i) 

"dT- + a-7^ t +*'''• 
Dm deze vergelUUi^, Toor afifpolltteve «o 'aaguleve munln 
vmi biyft beOm.eD bddeledeDTirigendeopUlmmeiidfrmagten 
van / geofdend zoo moeun Id ^'twee «renenkomftlge 
■tennoi de expwienten der mgtea vaa /, zoowel ib de cóSDdCni 
KB.MoelkBDdèrgHSkigii. 
WH hebben ilnw voowm 

i=so » m—i=k , R — i=K«i , «Ht 
' Uerait Tolgt 

Venfer bebbeo wff . 

_d« d«* 
deriulve 

■d* adsf» * a,3d«'' 

Snbffltneert mea deze waarden in de vergelijking ([a) , ótn vindi 
noi de nerkimrdige reeks vao t&tlok 

Vetder dalde men de ungroetJIng van x ua door^ir, en ile 
oveKeDkomOtge «uigToeyiDg van m Aiot ^-u, dan vindc mea 
ofc(3l 

£i,a=PiAx+p, X -+^» X ^— +e« (4) 

§ 4. AAnMiRKiNc. Wanneer ^,.nic[ gclijl; nnl Is* dBn ku 
blikbaar in bcc tweede lid der vergelijlcing f4) de aangro^b^ 
A a: zoo itlein genomen WDrdcn , dac de voldrebte waarde van den 
term p, grooier wordt dan de foin van al de volgende teméo* 
Voor zalk eeoe kleine wdarde vao A « v^tkr^gt dui de aangroei' 
jiDff A« bMx^HB'ndMa ab'de term 
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\% Pi gdUk hqI* cd niec gcl^k nul, dan zal voor eeiu> gfr- 
coegiiam kleine waarde vap A*, dc aangroeijing A« heizelfde 
leeken verkrijgen als de term ^, A ** » en bijgevolg j daar A ** a'- 
lijd pofiiicf ii, hetzelfde ceeken a\s p^. 

Zijn pi cn beide gelijk nul, en niet gel^k nul, dan zsl 
wederom voor eene genoegzaam kleine w:iarde van A'i de ain- 
groe^ing Aw hetzelfde tecken vcrltrijgtn a!s de term A *' » ■en 
zoo vervolgens. 

§ S. Dt waarde tener functie a = F (jt) rs voor eeme 
bepaalde waardt van het veranderlSke element x een maxi. 
roniD , wanmer dezelvé kleiner wordt , indien x mit eene 
kleine grootheid vermeerdert . en ook indien x met terne 
kleine grootheid vermindert. ■ 

H^erdtt daarentegen^ in ieide deze gevallen dé vaufds 
der fimctie groot/r , dan is dezelve een minimum. 

Wt lietgeeft in § 4 is aangemerkt volgc,*dat u=T (^x') voor 
eene bepuld^ waude van x geen maximum of minimum kan ziju, 
ten zU ^1=0 en dm ook de sangroeijing Au* In zoo ver de- 
zelve alt dleëo. tfbinlcdUk' wotdc betchoowd van de eerlte augc 
van A«; g^M lc nvl ««de. 

Ii nn voor eene bepailde imrdc van x, pt geiyic ml» en niet 
geiyic nul, iaa zal, voor eene genoegzaam Udoe waaide vao 
& X , A « negatief 'of lufidef en dut m e«r naKimiua of mialimm 
zijn, iiaiE du ^1 negatief .of poUdef ii. 

Worden voor eéne bepaiide wnrde van x , ^1 en ƒ , belde gelljlt 
nnl , maar p^ niet gelUk mil , dan kin de overeeakonfUge wutde 
van u geen maximum noctf minimam z^fn. 

Worden echter pi , />, en ^, gel^k nnl, mm p^ nietgdyk 
nnl, dan zal, voor eene genoegzaam kleine waarde vaö Ax* 
negatief of pofitief en bijgevolg a een maximum of minimum z(Iu , 
naar dat />» negatief of pofitief is. 

3 6. VooRDEiLD I. f^an alle regte cirkelvormige kegelt t 
welke dtzelfde fchuine zpde A B = ii hebien, dien te iepalen, 
wiens inhoud een maximum of minimum is. 

Laac A B A' C^'S- O ''^ algemeen eencn regten cirbelvor- 
mlgen Ingel vowftellen, wieot fcüitine zyde=«ii. Std den 

Onal 
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ftnal des groodvlika O A = x, du ii de Inhoud des kQgds 

Mea km hierbt] aanmetkeii , dat de ftml O A = + r zUnde , de 
Oraal O A' = — r is, en dat dus door de waarden x~-\- r en 
x^—r hetzeirde grondvlak en dezelfde kegel wordt aangedoid. 

£}g«il]]k ftemmeD met elke waarde van x twee kegeh ABA' 
en AB' A' overeen, van welke de een boven ea de ander beneden 
het grondvlak AA' I» gelegen. Hier worden alleen die kegels be- 
doeld , welke bov^ bec grondvlak A A' gelegen zijn. De inhoud 
vaa een dezer kegeli zal bUlkbaar eea maximum of minimam wezen 
voor znik eene waarde van *, welke -f ^' (a* — **) en das 
ook het vierkant dezer uitdrukking, dat is, «* («a* — **) tot een 
ma yli w nm of minimmo maakt. , 

Sfeo fcOD dienvolgent Hellen 
« = F 

hieriilt vlait men» door acbtereenvolgend te difier entlfeten > 
= 4«* 6s* , 

^, = iaa»a»— .30** , 

. De wtarden nn wdke ==0 naken, z^n x = o en 

De waude x=o maskt ook en^, bdde geiyk mU maat 
ft pofitirf, en geeft ilzoo een sdidmnin t6 kednen. 

De wwde c= + i«Vtf n»^ 'ft a^uief* en dcldt alzoo 
een nuudianm tan. 

Neemt men dm O A = O A' = iil/ti* dao veik^gt dek^ 
AS Af den grootlten inbond. 

Iml men, O A=:OA' = |« v^'tf zyode, de punten A en A' 
get^ketijk tot bet pont O naderen, dan wordt de inbond detk^els 
ileeds kleiner, totdat de punten A en A' In O vallende, de inbond 
nel wordt. Vetfchalft men de ponten A en A' mi nog verder, dan 
komt A aan de tegtei- en A' lan den Ibikerkant vtn O te-Uggent 
en de inhoud neemt wederom toej wefbdve x = o een mbdmnm 
opleven. 

Had men, O A=OA'ssi< v'6 zUnde, de pBUen A en A' 

ge. 



Digüizsfi by Google 



I 



gi^|m|fc:w kèo paot-0 vcmydetl, tin m ib da he- 
feli wederom Ueloer en ebdelffk, voor 0-AKiO)A's;«, ad 
worrfea, D«e ■miu&t fielt echter geen mlidmtim voor, ondu 
fay eCne Tcrdere verplaufii^ der poncen A en A' de Itdiond idet 
wederom aangroek , maar aobeOiaiibau wordt. 

$7. VoouiELD 11. F'an al de Meneekim k'&CiBg.a.'), 
weHu dezelfde iafis A B = ^ en denzêlfien tophoek A C B=« 
Afifink, j/fM '0 tepalen, wiens inhoud een maximmm is. 

Stelt oen de zijden A C = * en B C =y , iJan is 

* == «» -f — 3 * r Coj. « (A) 

'en Inhoud driehoek A B C = 1 1 ƒ Sin, m . 

De Inbood' des driehoeks zal das een maxiniDm tljn, wmneer 
het piodDci xy «en mazimoin ii. Neemt men oo In umnerkbg, 
dat volgens dc vergel^Ucg (A), y eetie fonctte ii van x. dm 
ziet men, dit hier mag gefield worden 

■>=FC») = «3'. 

Goolgellik 

en tdenic vtodeti vQ, door pi =0 te fiellen, 

lr_ y_. 

dx~ « * ■ . 
Uit'de vergeiykjng (A) vloden wij echter 

dy X — yCes.m 

Ax ~ y — xCêS.m* 

derhtlïe ^ = 

* y — * Cof . m 

en 

7ï/ 4«' «rfxiaHMi irvf-ür Au jgererderd, dat da ^fiaoHde 
Mffdnt du drit^iki «rem groêt x^m. 

'S 8. AuoBUOM. Mn vindt btf de bier Tooigeadde wUce 
van ^plotflu llRbti cene voonnvde, «onder i^dke gees muttaoffi 
of aiatainat- kan pbuu hebben^ Zofti ii et^ter !n de meene fc- 
. vallen voldoende, wanneer reeds vit eene oppervUkklgf beTdnf»: 
Miv blflkc , d>t ef een mazfcniun of ndoiainm beSMn-moet; 

S9- 



S p. VooRBBXLD IIÏ. Uit tm geg^M-fWit, mnw Mms 
tromm» ean» rêgtsjg» U /nltktStiwt&ê et» mMtinHm 
af minimum is. ' ' ' 

. Laiea x', y' de onderling regAoeUge.cottriioaun M het gege- 
ven pust A (Pig. 3) z^D , en JT, y 4e feoMlouen m eralg pont 
B der g^vene kromme , d»n ia 

ds lengte der Ifjn AB = i/ [C* — O* + O — J^)']* 
Die lljD zal alzoo een maximum of minimam wezeo, waneer - 
(jf — ï')» + Cr — tO* ^ ina;ömiim of minimum, ii. 

Neemc men nu In Banmerltibg, du de vergelQUng dn kfomme 
gegeven zijnde, y eene fbncde is' vu.s, dan ztet men, du men 
zal mogen (lellen 

ar = F C») = C* - «O ' + O - tO'- 
GerotgeUIlt 

HfenU vinden wff » door fi =0 te ftdlai, 

7V/ A#/ maximum werJt Au gerorderd, dat da ig» Aïl 

dg gegetena kromms im kst fmiit B ngtitêicig doorfn^dt; 
xmlkmde de IQn AB «n mjuitimm vm», wanneer ia het 
punt B de kolie zffde d$r itremms naar A it gekeerdr en 
etm minimmm, vanaeer de holle zpda maar A gikeerd ii. 

§ 10. Waaneer in eene fbnccie »=¥ (s^jr) iercnaieüSkt 
elementen x ea y onderling onarhsDkel^k z^a, dan km men het 
eene element laten aangrocijen , terwijl hei andere niet veraadm. 
Laat alzoo, y onveranderd blijvende , x met de grootheid l^x 
vermeerderd worden , en u daardoor overgaan in U , dan is volgent 
de TOgtlQUog (3) 

a x d »* a 

~ L«« men vervolgens y met eene grootheid Aj' Rangroeyea, 
4an wordt 
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ü= 




d*« 






dU 


d» 






~ dj. 


^ didr ■ 


d'U 


d'« 


d'. , 


dj.' 


-dj.' 


+ d«dy' ■ 



■j-X A« + enz. 
Subflltneen men deze waarden, dan vindi men 



' d* 7 dl» 
du A*" 
+ d-^^^+d 



djr' a ' 

- . d» . dl» „ d* « „ d*» _ 
Stdt mén-ffli— =A, t- =B. j— ï =C, t- =D, 

dx d«* dxdj' 

E. en PC« + A^.j--}- Ay)-F = A». 

dan wordt 

+ B A ƒ 4- D A arAj-H- <«ï. 



SMt mea ntdet A7=ff A*i dm vetkiVgt meD 
A«=CA+«B)A« + iCC+ai»D + «»E)A«» + ««. CsJ- 
$ II. £sM fhmctie van tvte , entUrling eHsfMankelfflu , 

rwanétrlSke sitmantem it vêtr mi» èapaaléa waarJt 4tt»r . 

«bmoÊftm te» na^nm, ftuVeiN A vmmri* éirfk»etit klti. 

tur worit» waimttr M tltmtmttm ieida mt éamt uerkUim 

greotMit varmttrArs» of vérmiinknn , 4ilsm$é9 vamuêr 

hat eent eUmnt mat aan» zear kltina groorhaid varmaar. 

dart, Urwijl het andara vermindert. 

Wordt t daarentegen ^ it vaarde der functie in alle dttê 

gevaliem greottr, dan it dezelve een minimum. 
Uit de vergeiyiting (s) is biykbur, dat «=FCx* geoa 

mui- 
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maximum of midrnum kan zijn, ten zlJ de aoDgto^Jti^ A * * in loo 
ver dezelve van de eerffe magten van A« cn ariuuigtt geltJk 
tral worde, en dac men alzoo liebbe 

A + «B = o. 

Daar ecbier de aangloei] ingen i^x ea t^y onderling onaf[isnke< 
lijk zijn, en bijgevolg vooi n alle poHtievc en negatieve waarden 
knnnen genomen worden, zoo moer In bovenfiaande vcrgelijkmg 
dke lenn afzonderlijk gelijk mil wezen. 

Zijn nu A en B beide gelijk m\, dan zal u een maximum zya^ 
wannew C+ a » D E voor alle pofuieve en negatieve waar- 
den van « negatief is. Is, daarentegen, C 4- a" D + E voor 
alle pofitieve en negatieve waarden van n pofitier, din It « een 
mlnliDDin. Ii echter, lenv^I A en B bdde gelgk onl zijn» 
C-f si*0-f-«*£ voor fbmmfge vaarden van n pofldef en voor 
•odeie waaiden vaD' n negaiief, dan ia « geen mudmpm noeli 
ninlmnm. 

$13. VooumvlV. Fan aUa JriektékM^vata iinxalf- 
dam omtrek isthmt iii* ta i^alea, wiemt inhomd atn maxi~ 
mum ofmttümiim it. 

Laat ABC (Plg. io het 'algeneen een dfidioek voorfteHen, 
irieu omtrdc AB+AC + BC = ^ is. Stel AB =:cen AC=j'. 
Am ii 

A iihomddêt drtihoekt =\V a(^a—2x)(a — aj'Xa*+ V— <»)• 
Ta bepaling van het mazimom of minimum kan men alzoo 
iteUen 

• = F C» . 3') = C*» — " — * + 9 — a). 

Heniic idndt men, door achtereenvolgend difR'rentiSren» 

B = 4C<ï— B*;)(^-3:-3j'), 
C=-8.Ca — a/), 
D=4(4*+4j' — 3jr), 
E=— SC"» — 

Aan de vergeiyitiDgeD A=o en B=:a wordt vooteeitt voldaan 
door tevfiellen 

en «— X — 9y = o, 

* waar- 
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nwndt volgt x==f « en ƒ =4-0. 

Voor deze waarden van x en y wordt 

C =— i*» , 0= — E=-|.», 
detlialve C + 2 bD + (»* E = — |«(i +« + «»). 

Daar deie QiidmkkiDg voor alle waarden van n negatiefis, zoo 
volgt hleralc , 4At dt geipia^di^ drhkoik een maximum 
met xffih 

Verder woidt m de vergelUUngeo en B = o votdian 

door te fietlen 

' a — ixisso 

en a~~afsso, 
wurnlt volgt '^i' «By=^a. 

Voor dew «aarden vu ett / wordt 

C=:o , D = 4o , £=0, 
deriJrive C+o»D + «' E = 8<i«. 

Onr dese nltdnikkiDg voor alle pofiiicvc cn nugaiicvc waarden van 
niet betxd^ te^eO behondc, zoo volgt bieroit, dat x = J a 
tm y^\a tot giam maximtm noch mininfmm HioortM. 

Liet meti, ABss|«en AC=}« t^nde, dexë49iai cHc uet 
efene Udoe grootfadd venneenlHM oF veonindeteojttiB zm&iWfc 
gevtllea • poQdef en dni grootet worden , doch de iohood déa 
ddehod» ten b bet eemcgevil n^attofen In bet tweede pöfiihr 
UUr. Uet men, dtfuent^oi.tle eene mn aaiign»e|}eD'ende«ddere 
vennindeteD, dan xoa • negulef en die&volgeu de Inbond det 
driehoek* odbeSanbsK worden. 

Aan de ve^etyUngen Asso en S=:o zon otdt nog voldaan 
worden do« le fldlen 

eo <f — j(-i-fty=:o* 

wamit volgt «^oatfe^^jt; 

alimede door ce Hellen 

a— as — O, 
en a — 3* — y=o, 

waaruit volgt x = iacny — o- 

Doch ook deze wutdes geven aan C-|^3i>D+ii>£ vooidle 

waar- 
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waarden van n geen bepaald teeken, cn bchooccn deibalvc tot geen 
mazimum of rainiinuni. 

§ 13. VooRBBLD V. Onder ai 4a regfa if/ae». wtllu mit 
een gegavem fuit paar MM-gegeref fifftfyiak Afitm»-fe(tvk- 
ken wordea., .iir/«^tj M/tc «/«(ltf> 

mum is. 

Laten s', y', z' dc onderling tegthodeige-.coSBUoattti vts liet 
gegeven punt zijn, en s, y, ■ de C0fll4ltat^ ma ïei% pnoril 
hcc gegeven oppervlak dén is 

de ^anddezet pimt€m= V [(*—*')» + (y-yO* + («— z')*]- 
Baac de vergeliJUag van hec oppenüak g^even b, zoo ku men 
z aimnerkeD sl( eene functie -na ». eoy; ^oeii mag dtenvoIgeoSt 
(cr bepaling na bet begeetde mnlnani of nlnfinnni, ftellea ^ 

« = F c*. = C« -''J' + - r*)» + C« - O'i ' 

EUemitTOlgti 

B=«Q.-j')+aCt-0|^. 
De verg^Uaga A = o en B=:o ^en dat: 

Tot bec maximum of minimum worde alïoo gevorderd , dat dt 
mit iet gegeven punt getrokken» l^n Mt gegevin «pperviak 
regtiotUg deor/nifdt. 



TWEEDE AEir£ELIK«. 

$ 14. ffannesr eene functie y = F C*) ï^W»- 
fielling verandtrt en alzoa overgaat in yt—^i (*)• 
irerdf de iitrdoer entfiaanda aangroe^ing van de waarde 
dar fiHUtla» dat is. hat vtrfiMl der grootheden yt « 
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wMs mt jlml/i» v^ardt va» x nareei^amm», de nrltde 
étrfimetiê gamumd. »m voorgsJMd deer fy oft? (x). 

Stélt man, dat x teramdart ië x+Ax, y oyereaat im 
y + hy en yi 'lyt + óiy %, dan is het yerJiUt dar mmmgroü- 
jingak vanyi iny, dat it , Ayi—Ay A vaHsti» ram Ay 
an wordt yeorgeftald door f£^y. 

Laat in da eorfpronkelijke functie F (x} iet ileiaeut x 
overgaan ia « -}- A a:. en vervolgent F (« + A in 
F, (* + A *J , dan is F, + A - F (i + A j^) -/a variatie 
van F -}- A «)• wordt voorgefiiid door tV (* + Ar), 

ff et verfchil tutfchtn ƒ F + A*) «« fF /j de aan. 
groeffing van iy, en wordt voorgejield door h i y of 

§ 15. Om dit een en ander meer aanrcboDweüJk ce maken, 
neme men O X en O Y (Fig. 4) toe regthoekige coördinsien^fen, 
en Helle, dac j = F (x) de vergeiyking zy der kromme A D eo 
yi=^Fi (*) de vergelijking def kromme A' B'. Men neme nu 
OP = x eo Rekke nlt P eene loodljjn, welke de 'krommcQ ia 
M en M'doorimdt, diali P M=^ =F («). P M' =y. =FiCx) 

Verder neme men Pp=^x ea trekke de loodl^n pm', welke 
de krommen in m ïn m' doorlb^dt, din Ii mm'=i'F(x-f^«). 

VeiTolgeu [tekke meo uit de poicen M en M' de loodiyaen 
MC en M'C'i dan Is mC^Af en m'C' = Ayi. 

TiAt mea. nn ciodeiyk de kowde M ra en de lyn M'O even- 
w^jdig uo Um, du heeft men blikbar 

*A_y =:m'C' — mC=m'D; 
Aty = nim' — MM'=m'D; 
derbilve b \ 
/Aj' = AJ'y. 

Deze vergdQkIng Ii voUtrekc algemeen en blijft dienvolgeni nog 
belhin, wuseer .de augio^Iiigen vu s en ^ vndwynende, In 
dISbreutalen ove^aon* zoodat oen ook nog lal bAben 

Da Véariatfa vam da dtfferantiaal ttiter gnotieid it diu in 
het a^ameen galpk man da difarenttaat ran de variatie 
dezar grootheid. 

5 itf. 
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§ i6. Stelt men de iniegruUuitdrokking ƒ xs=Zi Sta b 

derhalve d J'Z = ^ z . • - 

of, voorZ lure «airde fchrijvende, 

D» rsrialie 9Mt ib.HMcrmmi mmp gnttitU it *uim 
htt algsmee» geJjf^ aa» dt imitgrasl vom ds rsHstic 4attm 

grootheid, \ 
S 17> Liiai V eeae fauctle zija van y, pit Pu P», MS* 

U nu f gegeren In eene Ancde nii zoodit swo beeft 
y=FC«^> dia iDQsfl mec'Hoe bepMide wntde vn jr, bqwdde 
muden nn ƒ , /i , Mfr gmeoifleniaeo, en V zil ookeeoe 
b^MiUe watnk veifaygeib , 

Neemt 'men vervotgeu f tn eéoe ukleiê fimctle'vin zoodu 
men (Mt y~Fi(x3* znllen met dezelfde winde .vu x 
overeenOemmen r + ' 7t ƒ1 + ' Pitf\ -f '/t i'M*ti eo V zal 
ovetgÊÊD in V+ *V. 

De wmde vin V-f'V worde- blijkbaar verkregen door in V 

Hicnlt volgt, dat men, de tweede en hoogere magten vmty, 
3p,t ênz. verwaarloozende, de variatie van V zal vetknJgCD door 
V te dlSèrentiëreD ten opzigte van de veranderlijke 'elementen 
y, ff t*t 'ii^t cn vervolgens in plaats van iy fdfn d/,,Mz, 
terctatyven èy, ipi, t^pt, enz. 

Vood men slzoo door diSórentiëren 

d V = Y d ƒ + P, d ƒ , + P, d/i + enz. , 
dan U iVz^Yty + P, t-p, +Pitpt + enz. 

§ 18. Wanneer in de integraal-uitdnitking » = J'Vd3r,de 
grootheid V eene futictie is van s , y, Pit Pm '"z- < dan is, zoo 
lang X en ƒ onderllDg onafbankelljk zijn , de Integraal onbellcmd. 
Neemt men ecbcer lusfcben x ea y eene zekere betrekking aan , 
welke nitgedmkt wordt door F (x, y) = o, dan vetkr^jgi de 
Im^nil m=XVda, tniAtaeD gegeveae grenzen, eene bepnUe 

wtir- 
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wurds. Vaandm tm de om iaaBa B i beaékfcfag toiIUien k en f, 
zpgdtc dezdn «oidt nltgedinkt dMF Fi (*■ tal 
de waaide der iot^nal toiCcbtfl- dezèlfile grenen eeoe atngroagtlV 
ondei;gaan, wdke de vfriUb der iniegraal wordt gememdv ee 
ultgednikt woede door 

Vd*»X *CVd*>=X*V.d». 
Stek men in deze nltdtakUng voor de In $ 17 opgegeveoe 
wtaadet'dan worde 

= ƒ .X'y d jr Pi 'i>4 d * + ƒ P, , d * + AM. 

'* V da: ' Ax Ax 

en bUgevolg ƒ P, J/i, d * = ƒ P, d 
verder ïeefc men door gedeeltelijk iticegreren , volget» de b^SSde 
betlddbgs-foniiBle ƒ Xd Y = X Y — ƒ YdX, 

alzop is ƒ P.'^id*=:P,/y — ƒƒƒ ^ d*. 

Op geiyke wiiJze vindt men, aangezien ff^ =; — Is, 

ƒ P, J^,d «=P l|t d^f,. 

of,, voor bare waardtL l^Viendea ea oogmaiU gede^ 
tdifffc Int^tfende; - ' 

Eveneent vlodc men 

Door Abftitade nn deze 'waarden wordt 

s >«• 



5 lp. Zal nu voof cene lekera betrekking wsfcben « en j-, 
welke nitgedrokc wordt door F (*, r)~o, de integrail » ƒ V d » , 
tosfchen gegevene gienzcu, eeirinajÜBinBi of minimum zijn, d«n 
moet de variatie van u, \a zoo ver deze alleen ifbugtvaa de eerfte 
magten van iy., , , ff^ , enz,, gelijk nul wezen. 

Uit de vergelijking (5) ziet men, dat niet geiyk nol kan 
wordeD. ten zU men bet tweede lid van bet integnaN^eeken be- 
vrijde; dit kan echter, behoDdens de gevordttde omfbaÈM^kfa^ 
vin tjt Oechu geTchiedea door, te QcHfin 

^ 77 + dTT - dl?- + • • 

Ifit deie diffèrentiaal-vergellJklDg kin de be[rei(lting, welke et 
tosfcben * en j bertaan moet, door integreren gevondtn worden, 
terwijl de conftancen, die bij het integreren ontdaan, uit gegevene 
omftaDdigbedcn behooren bepaald te worden. 
De vergelijliing (6) wordt nu 

+ eta. + Qtntt. ^8). 

Daar •=ƒ Vdi tsiTcliea segevene gremen, welke „bQ vo«. 
beeld , met de ordioueti x', y' en y" overeénflemmeo» geoo- 
men wordt, zoo behoort ook' èu «ncbetf dletelfüe gtemeo 
gcoonuD te worden. 

SKit mes dtu, dat vooi de eofte greoi der integml bec tweede 
lid der v^öWng CO eene.waatdear'verkriJge, eo voorde tweede 
grens eene waarde ir", dan wordt tOE bet majUmjim of minimam 
ook Boe ^evoidetd i - . 

O . . . . . 

Mea km hierbij nog opmerken, dat in de vergelijking (9) üechtj 
de tnnden van x y voockomcn, welke [ot den aanvang en tot 
het dnde der integraal behooren, en dat y' euy"fi»ndva«tig z^ude, 
en 9y" gelijk nul zijn, 

5 flo. VoOTBSKLB VI. D9 kortfie If/n u iffaiea, welke 
ttafièeit twe» gegntma pmu» in «en pist vlak ka* getivM. 

II* DuL, I* Stuk. B Laai 
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,t a VAK BhAHKEK, 

■ iMt y = F f«) de vergelUWng der gevraagde JJJa, .en « iBïe 

lengte zUn» dan f> 

WJ betben «Ixoo 

P.if. 

MZ.; gevolgeiyï woedt deze vetgeiykiDg 



eeiolgeHjk j = «»+*. 

Z)«.««rr««5* /ü« >■» «ö»" "e" KI'- »«»d™08e" 
^ en > moeien m zoodanig genomen worien, dat de lUn door de 
gege«ene pnnten loopi. zgn dna de cosidlnaten det gegevene 
pnmen / en ƒ», dan wordt de rageUlling 

5 ai. VoonBIII.» VII. Dutaarutracht Ml fat'y'l'iS 
aammindt. tigurt mn d, Mm, lij- u Hpilin , laH' 
„clü IM Hechaan in d,n ttrlfa. Indult tin gtenfln fiat 
A naar ein gag""" J""" ^ 

Men brenge door de gegevene pnnten een vertlcail vlak, en 
neme de d«lln getiokkene horizontale Ho AC (¥ig. S3 tot ai 
van dej^ jn.de vetUcale Hn AD tot as van de i, dan kan men 
de veiielOklng dei gevraagde lOn In bet algemeen vootllellen 

doorj' = FCi); ,,. j „ 

Het tl bekend, dat de Ibelbeld van een ligcluam , hetwelk door 
den boog APB valt, in elke pnnt P det toopbaan gelijk Is aan die, 
«elke het llgcbaam ion verkregen hebben op bet 'einde van den 
ngen val doot de loodlijn P Q =». Stelt men dm deze ftelheld 
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~St eu den weg, dien een llgchsam in de eerfte feconde vu den 
vilJeD vil doorloopt, z=gy dan is S == s 

Nn ban men aannemen, dat de dlfièrentlaal dei boogs to de 
difiër«i[iaal des tijds met eer.e eenparige foelbeid wordt doorloopen. 
Dc differentiaal van den tijd is atzoo gelyk aan de diSereotlaal van 
den boog gedeeld door de fndtieid. Stek men dui dea ifjd 
= T. dn li 

kannen dui ftellen, ler bepaling van bet' mldmttin, 

In de vWBeU]''inB C?) is dns Y = o, P, = ~ — rr» 
P, =0, en gevdgelllli wordt deze vergemUng ' 



tUemit vindt men verder achtereenvolgend i 

M 

xA* ' 

r =— ✓ Ca «» — «') + <» Boeg Sim. Firt. (A). 
Di gtvraagJt Iff» it dtrhah/ê «erna Cjrclolïe. 
De biQ) dficer Cydt^e' nlt langi de ïntzouale lyo A C , en' 
de Oraal de* Toortbrengenden drkeli Is =«. 
Om de wande vü 0 tebepiden ineiko men tq;>r du deCycloiide 



''door faét fstK'S nodt lDopai« umau de ' coAfdimun ^aji" 
gegeven ^n. Men 'heeft Ait'd«'Veifdj)Uag 

y"=— y (^aax"-'X"*') + aBoog Sin, J^ers. — (B), 

waarnic du a door benadering kan gevonden worden. 

Il x" C: ö en y" niec = o , dan ligt B in «enig^nt C der 
hodzontale lyn AC| en de vergelijking (B) wotdc kflit'fievtl 

y 

waaniit a = '- — • 

aw 

U zsso en «".niet ssD.\dtn 1^ B 'hi eenig pBse D der 
verticale lya AD. en de vergeiyUi^ (B) wordt io die gevit 



De fitu» Il tlti» griyk aan den boog ; de Itraal det voonbrea- 
gendsB drkeli ii bVgevolg. ondodlg groot en de boog A B alzoo 
;eeife ti^ lUn. 

S as. AiMMUKBia. Had men de hoHzoncale lijn A C'voor ai 
van de x aangenomen, en de verticale A D voor ts van dey> dan 
loa men gevonden hebben 

^ d«i/(i+/,') 
Vy 

Wy hebben dni na» ter bepaling van het miaimBOi 



De vei^IQMDg (7) WO«lc «totBlM 
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Stelt men d«ze wurde vta YIn 4e 
dao woedt deaelve 



Hiendt Tindc men ubt«reeinro1geiid ; 



de vergelijking (A) gChed 



DERDE AFDEEÏLING. 

§ S3. Laai, p eene faoctle zijnde van x, y, p, , p^, enz., de 
iaiegraal ƒpda:, tusfchen gegeveoe grenzen a', y'en»",y" 
ecne Ilandvasiige waarde moeten hebbeo. 

U na deze gefielde waarde niet grooter dao» nocb geiykaaa, de 
grootdc waarde, en ook niec kleiner dan, noch gelijk aan, de kleinfte, 
WCllie de integraal tusfcben de gegevene grenzen kan hebben, dan 
htOaan er blikbaar oneindig vde verfchiiiende betrekkingen tusrclien 
a tay, welke aao de integraal de gefielde waarde doen verkrjjgen., 

Meo Odle deze oiideifchadeiie bwekktngen cusrcben x eo y. 
voor door F (*, j-)=o, F,- C*,y)=o, F, («, j-)=:o,«M.i 
ea ocoM m lut, du F (x, y} = o overga in F) (x, 
du ul vooi desalfSe wiatde van » de .wande ven ^ Dvetgian lo 
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y-f'f» wurde Tm pi in p\-^fpi, de waarde van !a 
t **'>I KTwUU waarde van ƒ ^ d jr cnjfchen dc gege. 
vene grenzen fiandvutlg blijvende, i'J'fiix gelljlc nul moet zijn, 

Dui dit DU pluts beeft voor al de veranderingen, welke de 
fïinctie F (*>r) = o, onder de gefielde voorwaarde kan onder- 
gaan * en gevolgeiyk voor at de afwUrelingen , welke er bij de 
waaiden 9f, tpi , ffit , e»x, plaatt kannen hebben , zoo moet de 
waarde van fj'fidx reed* nnl z^n, in zoo vei dezelve afhangt 
dleen van de eerfie magt vin fy, elamede in zoo ver dezelve 
•fhaógt alIWD vu de eerfte magc van tpn of vni de eeifte nugt 
van tpt » of vao de tweede magt van ty, «ft. 

Lau nu nog gegeven zQn de oiA>dleDule ioKgtuI ƒ «dx, ia 
wdke * lD(gel|]ki' eene fbnctie van « , ƒ , , ƒ i , wc voofftett. 

Deze iategtaal zal voor de aangmomette F (^x,y^sxo,aufi^ 
de gegeveite grenzen x'fy'ta V * ƒ" , eeoe zekere wande vet- 
krygen, welice, « idee idei^k met p z||tidei aangroeit of ver- 
mindeR by dke verandering, die aan F (x, /) = o> onder de 
geftdde voorwande woidt toegebragt. Zal echter J'^ds, tlU' 
fthen de g^wene grenzen > voorde bijzondere functieF(«,y}=o 
een maximum of mlidmnm z^n, dan moet blUkbair wederom de 
variatie van ƒ 4dx, In zoo ver dezelve afhangt van de eeifte 
magten van ty, tft , tf%t Ms. geiyk mil wezen. Zoodic mm 
alidan heeft i 

J ƒ f d a = O , 

en gevolgeltJk ook, n een onbepaalde factor zijnde, 

*ƒ ®d:c + H*/^d*=ro, 
Of »XCp+Bff)d* = o Oo> 

5 94. VowBULD vm. D» kromm /Sn BPC C^;. O 
zoaéanig t» t$fêlm, éat dè ttog tmijbkam da fntt» fi m C 
MM gegeven§ Ung** ^ » dat d» inhoud rsm Aet vlak, 
ksgrsfen fMtJhhtm da»» ioeg. de gegevuu onUuate» AB w 
CHy»» het ètpaaid» gtdtslt* A D van dt m der aitcitfin , 
un masimnm ef minimtm zff. 

Men neme O X en O Y tot regtboeklge cofiidlnsKn-aiAn, ta 
noeme de coöidinatea van het gegevene pnnt B, en x">y 

de 
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de coOtdinaiai nn bet gegevene pnnc C, dan it, da iiRflgl^ 
culïheDdegnDieil x'tf' en je", 7" nemende, 

en ifAfl*</ ABCD = X^d*, 

Daaf tm L nandvastlg cn de inhoud ABCD een tnaximom of 
minimum moet zi}D> 200 hebben , volgeu de vergelij- 
king (10) , 

derhalve ii V=y + «v^(i 



wc ; fevdgdgk woidc doe ve^jking 



V Cl +?,')" 

iflernic viixlt men verder . . 

MJgero^ ƒ ± > = ± 1^ [»» — C« ±«)'].» 
of + + Ö' + *y='»*- 

gevraagde kromme it alzoo een eirkelhog. dit »■ tot 
praai hesfï. 

De inbond zal bl^kbaw een maximum zUn, wanneer de holle, 
en een minimam , wanneer de bolle z^de der kiomme naai de as 
der abscitfen is gekeerd. 

Tei bepaling det ftandvasiigen <», * en « heeft men vooreerst, 
tHOdu de boog door de gegevene punten B en C moet loopea * 

¥«der hetft men, omdat de iniegraal ƒ di V(i tuifchen 
de gegevene grenzen gelijk L moet zijn, 

5 "5 ! 



■ 'S'SSi - *i n n '"""" " 'WQ.liiddeH ook tmleff^niigeiittP^aa^ 
P, =o, «M.1 e?en ak la '} as, kanaea beflnlMa tot' da «etge* 
liIHng 

T =f , P, +Cta)?.I=f, Pi +*, 

en bijgevolg, daar V==j' + B ï^(ï +^,>} en Pt = ^^^^^^ ia » 

^ + ,^(,+;..) = ;;^^,±.. 

en hieruit c^lofftodst 

en *±«*=V'C»'^Cy±0*)* 

of . <»d:*)»+Cy±0'=«*; 

even ali bovjea. 

. S «6. VooBUSLD IX. Een volmaakt Mgiaar tomw, vam 
tant gegtvtiü lengte . wordt aan twte funte* A MBC^f.O 
opgehangen. Me» vraagt naar dt vergel^klmg der kremma 
IS^t welke dit touw, in rust zijnde, zal vormen, 

WIJ zullen hier aBiincmcn , dat hec touw in alle deelea met 
hetzelfde gewigi bczwiu;rd is ; wordende altdin de gesochte 
kromme de gewone ketJitigiifn genoemd. 

De gevraagde Itromme ligt blijkbaar in het verticale vlak, het- 
welk door de punten A en fi gaat, en het zwaartepunt Z van faec 
touw zal zoo veel mogel^k genaderd zijD tot de horizontale lijn 
OC, welke beneden het touw, la het door A en B gaaiide 
verticale vlak wordt getrokken. 

. Oe sftlaiid van het zwaanepuDi Z tot aan de lijn OC is, vol- 
get» dtn befcenden Stttfblien legdi gelDk aan dc fom ds moiMntea 
van de afzonderlijke deelea de* tOBWs* ^eeld door de foin der 
gewïgteti. 

Men neme nu de hoilEoaiale lijn O C tot as van de y en de 
verticale lijn OD tot as van dc x; noeme x^,y'Ai coördinaten 
van het gegevene punt A cn x", y" de coördinaten van het gege- 
venc put» B , es fletle het gewigt eener lengte-eenheid van bet 

touw 
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nmw^v, daa ü-de ivane vu ene diff^enA»! i» .tmnHc 
azwdJcv'Cf -f en hec sionicaE dezer dififereticiul Mii:^ 
rigte vm de horizontsle HlDpC=jr*d«»^(i + 

Neemt mes alzoo de Integnleo nisfcben de grenzeQ ea 
«"»ƒ", dM 1| . ■ • . 

AJim der gevigten ~wJ'AxV(}-^p!'), 
, ie fgm *r momntap =131' J" mA x (t ^ffy. 
Omr im de fom. jdGr-momsuea, gei^k «an bet.gswlgcna bet 
gebeele coaw, ftuidvutis la. en de font- d? momencen gedeeld 
door de Com der ge<irigt«i een minimnin moet zyn, zoo moet 
biykbaar de r<»a der momenten een maxiimim 'weaen. 
hebben dm, volgens de vergelijking (^10), ■ 

deihahfe V = Car+«) i/O 

dv=^;i±^!i^'. 

In de vefgemking O) isdus Y=o.P, = .^l±^^,P,=o, 
«tz»; gevolg&^k vctdc deze TCi%e1t]klng ' 

en derhalve ^/*(t + = '^""■Z^- 

HlenilE viodc men verder achtereenvolgend : 

«, =+1/ , - - 



±Vl<.'+"y-''V 

De Oiodvasdgen », a eü a' wordea bepaild nit de voorwaarde, 
dat de kromme door de gegcvene punten A en B moet loopen, 
en dat liet touw eene gegevene lengte moet hebben. 
. Stelt men, dat de pamen A en B (Fig.S) in dezelfde horizon, 
cale lyn s^a gelegen, en dat de at der nbTdifen loodiegi op bet 
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midden dei '1^ AB (laat, dan behooren met elke waarde van x 
twee waarden van y overeen te fleramen, welke flechts in teeken 
verTchlllea , zoodu m«i In dit ' geval in bet algemeen moeo 



Uenrit volgt a'— a. 

SfdC men de lengte van hec loaw = a L , dan ia 

en y*=saZae» — '—^ — I 

door middel vtn deie va^dyUngco kannen de Cndvnc^en « en « 
door benadering gevonden worden; 

Voor bet pont Q, alwaar de ai der abidilïn de kromme lyn 
dootfn^dt, is ƒ =o» en bygevolg 

* = OQ=rf — ». 

Verplsatat men nn den oorTprong der cofinHnacen uit O naai 
en noemt men de denwe abicliren tt dni ii « = a— «-^f.- 
Door AibClicntie van deze marde vindt men voor de veigelfiklng 
der ketüngUIn 



$ s/. AirmuiUMo* Had ment In Fig- 7* OC tot u vu de 
xeaOp totunndey aangenomen, dan zoo men verkiegea 
hebben: 

. de Jim der sttpigttm =irXd* ï/Ci+/i*)» 
de fom der momenten =^ J'yAxV (,i-\-pi')t 
en bijgevolg * ƒ (j + ft^d* j/O +^i')=o. 

Wi] hcbbea dus nu 

v=Cr+«)VCi+Pi')> 

dv=dyi.o+A')+ '^+"V':'r - 

In de vetgelöking (7) ii atzoo Y = !/■ (i + ƒ ,*) , 



Pi = ^^'^^^ , Pi =0, «M.Ï gerolgeiyk worft deze TCT- 



of, de di&erenciutl des tweeden tenna ontwikkelende , 

Vennecigvnldigt men met epaeli men voor ƒ ^d» 

bare WMTde iy, dan veilcrUgt men ' 

» + ƒ 1 

of _ 

zljDde d de conflaate» die men by het ioNgreten verb^gt. 
Hieruit heeft men verder achtereenvolgend: 

1/ + »)■- «'] ' 

welke yergelijking met de vergelijking (A) gelieel orereenltentt. 
Men bad bier ook weder mogen beduiten tot de veigel^Uog 
V=/>,P, + Qi«/J.=/', P, + », 

eiibïievol8,d«irV=Cr+«)i/Ci + f.'3e»P. = j^j^5l<. 
wMnlc men verder vlodt 

, c ' 

even als boven. 
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§ q8. Last weder, even als in § i8, in de onbeCtcmde integcia! 
w^J'Vd* de groocbeld V eene functie zjjii V3n«,jr,^,, 

In plaau echter vm bepiaMeliJk eene fanctie niifciieii de ven. 
«ndamke demenen s en nn te nonen, kan men elk i&onderïyk 
in eene Arnctle vu eene deide venuideriQke grootheid t oltdmkkeo» 
en Ozoa Hellen: 

Vennderde no de «rite dezer fancdAi, dan sonden voot dezelfde 
waarden vin f en d f , de wandai van x en Ax eeae zekere v^de 
ondergaan , wcllie men hnn voorRellen door 9x en 7d x. 

Eveneens zouden, bi] eene vemderiog der tweede fUacde» de 
waaiden van ^ en d j voor dezelfde waarden van t en At moecen 
variëren, en overgaan in ƒ + en iy + idy. 

Voort! xtHtden, wanneer eene deter funcclën of beide functiën 
ce gelijk verandeiden, de waarden van Pi , f^t ^, , eaz. overgaan 
in Pt + tj>, , enz. 

Scelc men nn, dat in de grootheid V de waarden van x,jr,pt , 
p^y etiz. overgaan in jc + ^jc, y-^-^y , Pi -^^pit enz., dan zal 
V overgaan In V-f ?V. 

Vindt men dus door gewoon differentiëren; 

dV=Xd * +Ydj- + P, d/>, -+-Pi dp, +em., 
dip zat men, dc tweede en hoogere mag[cn der vaiiaciëii verwtar- 
ioozende, ook bebben 

*V = X** + Y^j'-f P,*^, + P, iPi+enz. 

Nu is ^1»=: ƒ *CVd*)=X(VM*+d**V) 

=Xvd*«+ Xd^/Vi 

veidei hebben wii dooi gedeeltelik iosgrereQ 

ƒ Vd*» = V**— X**dV, 
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»u=V $x+ f tv ~ ^ X dV). 
Venaenigvoldigc men de boven opgegevene waarde van ƒ V 
met dl, en de waarde van dV met S'x, dan vindt raeu doot 
aftrekking 

+ P, (d * — ^ * d ƒ , J + WZ.J 

d y . . . darWy — drfilf , 

dur m fi, = 1 — IS , zoo Is r* , = ■ — ; , aer- 

" d te a«" 

hBlve zsJdy — p, *d « 

' «^'«Efijte «flK Tiorft nea 

d;« — J»d 3=d C** 1 — ^» '»)ï 
ftdt men ilzoo 

Ata vindt men: 

d f J'y — J* V d jr = >• d X , 
dx J'^t— J'jc d^i=d«i 

dx9pt—is&py—d~ . 
Door fl]l>QItDde van deze waarden wordt 
da>V— **dV=ïY*.d3f+P»d# + P|d —+ enz.; 

*»=V»« + /.y.d« + ƒ P,dw + ƒ Pidj^ + BMi 

Vnder heeft men door gedeekeiijk iniegrereii : 
/P.d.=:P. — /^-d^, 

ƒ P, d =p/-^ .+ f-L d ^» -d 

•' ' d* 'd* dx^-'dx d* 

IbbHitnêert men deze waaiden, dan verkrijgt men eindelijk 
>« = V**4-(p, - ^ • + - ««O + 
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% sg. Had tneD d v In de onbedemde Integnsl « = ƒ Vdv, 
oDdei bet IntegraalieekcQ uiec afgezondeid, dan kon deze integraal 
voorgefteld worden door « = ƒ Z j z^nde Z eene fonctie v»n de 
veranderlijke elementen jc en r cn derzelver diff'erentialen. De 
beptling vm ^» is na zeer gemakbelfjk. 

La«tt nameiyk, door den gewonen algorithmai der diSereniiiaU 
tdceniis, gevonden zijn : 

#Z=X X, Jd ï + X, ^d' * +Xj Jfd' ï+ e«, 
+ Y*r + Y,^dj'+Yi *d»y+ Y, Wy+W?.. 
dan If vooreent 

*« = ƒ XJ-ïH- ƒ X.d^ï+J* X,d»*ï + e»z. 
+ ƒ Y* j- + ƒ Y. d*j-+ ƒ Y, d» J-j- + Mz. 
Herleidt men nn door gedecUcliJk integreren deze incegralen lOO 
lang tot dat et gecnc difFercnitalcn van en iy •ssy^ *yti&tt èit 
integraal teekens voorkomen, dan vindt men ligtelijk 

J^=(X,-dX,+d»X,-e*(z.lM(Xi-dX,-|-eBz.)di'*4-{X,-dX4+e«r.'ldV*+#i«z. 
+(Y, JY,+d» Y,-««r.)Jr+(Y,-dY, +«mO'3'j'+(Y» -dY,+a«.)'l*'!y +*w- 
+ƒ (X— d X| +d» X, — d» X, + 

+XCY-dY,+d»Y,-d»Y, + MzO'y . - • • C"> 

530. Wanneer «— J'Z, tiisTchen gegevene grenzen, een 
maximum of mlnimnm zal zijn, dan moet de variatie van u in zoo 
ver dezelve afhangt van de eerfte mngien der variatïën van s,y ^ 
dX( dj') tnz., gelijk nul wezen. Dit kan echter, behoudens de 
onderlinge onafhankelijkheid van S x en in het algemeen niet 
plaats hebben, ten zij de coëfficiënten van en iy onder de 
{ntegmlteekens elk afzonderlijk gel^k nul zijn, en men alzoo 
Iiefobe; 

X — dX, + d*X,— d'X, + <Br.=o . . (13), 
Y — dYi+d'Yi— d'Y,- + a«2. = o . . (14). ' 
Uit de vergelijking (ii) blijkt ecbter, dat de coSiEciênten van 
en \y ouder het imegraalteeken eenen gemeenfchappeliJken factor 
hebben, zoodu in ellc btliEoiider geval de vergeljJUiig 03} door 
d ƒ gedeeld z^nde , betzelfde moet opleveren als de ve^dyUog 
C14), D^adef genomen , gedeeld doordx; weihalve men sk deze 
dUTerendaal^vetgeiykingeDt winneer b^ het Integreren de conflaoten 

bc- 
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iM^cx^k bepaM woeden, alt^d dezeirde betrekking tnsrcbcn 
X ea y zal viaden. 

Naardien de vergelijking (12) een bijzonder geval ii vin de 
«Igemeene vergeiyiting (37), welke in de Zevende Afdeeling {43 
zal worden opgegeven en toegepast, zoo zullen wi] ooi hier flechtt 
hehoevea le bepalen bij de vetgelijkiog (11}, die de variatie van 
fl=J~ Vd« voorftelE. 

5 31. Het tweede lid van de vcrgel^Jkii^Cif) kan in het alg» 
meen niet nul zijn, ten zij men hebbe 

ax d*d« ^■'-^ 
Uit deze difTerentiaal 'Vergelijking kan door Integreren eene be- 
trekkiagtaifchenxeo/ gevonden worden. De flincdënF («,0=° 
eo F, (jj =0 z^n daardoor echter nog niet geheel bepaald. , 
Men mag nn nog de eene naar willekeur aannemen, doch dao moec ' 
de andere zoodanig bepaald worden, dat de betrekking taifcben 
jr en y, welke nit die twee fanctiên voortvloeit, overeenflemc ' 
met iOe, welke nit de vergeiyUng (15) wordt afgeteld. Hlemlc 
volgt , dat de vaiiatiSo vto « en ƒ nog geheel oobquold ^n, en 
derzei ver veriKw^g die deidtbue wanden kan hebben. 
De TergelQkiDg 00 woidt i». voor « hare nairde Qelleode, 

of, kortbefdshalve den coêfficiëni van door en den cocffi- 
dCnt van tf door voorDellende , 

fm=mfx + fiS'y + eiiz. + 0»tfi. . . . 06). 
Wanneer de Integraal ƒ Vdx tntfcben de grenzen s',y' 
mx", y" eeo-maxfmnm of .nüdmiin] moet z(|n, dan behoort ook 
de variatie van m tnirchen deze grenzen genomen te worden. Stelt 
men alzoo de waarden van « en /S Bij het begin der integraal voor 
door m' en fi' , en by bet einde der integraal door «" en ft", dan 
moet men, wanneer er een maximum of mlnimnm zal zijn, nog 
hebben : 

a," Sx" + p" ty" + enz. — »'ix' — fi'fy' — enz.=^o (17). 
De grenzen , binnen welke de integraal een maximum of mlnl> 
mom moet ^n, knnoen ali (landvaitig en ook als verandermk be- 

fthonwd 
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rohonwd ffoiden. In het laatfle geval wndeo door dé v«qg<lt|Khg 
(17) dc tot bec maximtim of mimmum gevoiderdfi grenKen bepuict, 
zoo als uit de oplosfitig der volgende vooibedden zal blijken. 

$ 33. VopoBESLD X. P'an al 4t lijntu , welke uit egm gs- 
gwm funt A (/Vf. 9) naar eenê gegereae kramme kunmêa 
getrokken werden , die te iepalen , velke urn maiimmm e^ 



WIJ vloden vooreer» , even als io S ao , dn de vefgemUoS 
gevraagde lijn in het algemeen ïi yz^ia x + i. 

De gevraagde lijn moet dni eent regie Ifjn weten, welke nit bet 
gegeven punt A naar eedg punt B der gegeveoe feromme ii 
getrokken. 

De coördiotten van het punt A zljo AaodvaKig; bygevolg zfjn 
tx' tafy' beide geUjk nnl. 

Het poot fi eduer km zich laags de gegevene kromme B C 
verplaatfen. 

Stdi BMo xteh eeoe ooeliidlg kleine veiplMifing voor van & mv 

B' , dan i( geU|k ttta 4e dlRbrenEiaaUverhondiog van de cofiiv 

dloaten der gagevene krome fai bet poat B. eo bOgwolg KtlOfc 
ain den anfeis van 4en hoek BTX. dien de mkmn BT tnet 
de u der abiciiftn maaku 

hebben, even als In ^ so, ' 

v = ^C+^,-) , p.=:^7^ii-^^ , p. = o. 

to de mgemking O?) i> '"■""= ^^.^j^..) ' »"= 

d«se Tergdyuag wudt ilSoo, ongezien /x' «n tj* belde gelQk 

(• + (>"« V c'+Vn '^■=°v ■ . 

dethilTe t3- = ^ ■ 

■ Nn Ii =^^' = 7i»«r.BDT en— =OV.BDT, 
«leibllve 0«.BDT=— 7V)i«.BTX = 7Vn>f,BTD. 
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De boek BDT ii bijgevolg het comploiieiitvsii den bock B-Xlftt 
£>e gevraagJe l^n ioorfi^it Jm$ A gtgnaue hnmm» i» èst- 
pmmt fi regthotkig, 

S 33* AMmutMtso. L*g ook bet ptrat A In eeoe gegere»- 
lECDnune A-E, dan zonde voor eene oneiDdig Udoe veiplntOng 

yaa dit |huu, ^ geigk ma den taogeoi van dea boek 

ASX, diCD denukign AS, welke de knoune A£ ia £ MOnkt, 
ma de a der tbtclifbn nnakt. 

Dan im fse* en ty* oiiifbinkel(]k sijii vtn en zoo 
beeft nea, olc de vet^lljktng Ci7)'> de aftonderlIJKe vergeliJkii^cD 

= O, 

Hietait kan men weder belluiten, ia giyraagdo ijjnieid» 
krommtm rêgtkoêiig moet iearjkffiim. 

5 34< Wmoeer de gienE«n , nurcben welke de tntegiMl 
■r = ƒ V d * een muimom of nrinhnnm moet wesen, onder 
xekere voocwntden vennderltlk zi)n, ea Anun^ eodrdinuen dezer 
TenoderlOke grenzoi leedi in V voofkomea, din b^oort men taa 
de in f aS- opgegevene warde ia viriitïe ven V nog eeiw 
rabeiohig toe te tse&gen, Ewun , hQ vooibeeld , da anUniK x' 
teedi in V voor, dio wordt dodve bU bet difeemiSreB ili 
flindratig befchonwd ; beflnit men nn nit de diSa^dial vu V 

dV=Xd« + Ydj' + P, d/i +#«.,. 
toe de variatie 

i'V =: X i * + Y + P, J-^ , + 
dan ontbreekt et aan deze variatie nog eenen tenn Tlx', die qIc 
de verander! ykheid van y oncltaac. Bijgevolg ontbreekt alidan, 
aan de lo vergelijking (ii) opgegevene variatie der integraal 
• = ƒ Vd«, nog den leim XT*j:'dr=^«' J^TdjinJoeiende 
na blijkbaar de integraal ƒ T d x mifchen dezelfde ^reozeo. 
genomen worden abt • = J*Vdx. 

S 35' VocnntU) XI. lm tt» rarfleaal vlsk *&» $8gttM 
twte krewme IQnan AC «« B D (J9g. lo). Mem èegtert St 
krmm ^« > B U ttpattn» langt waSts e»m UgehMsm im 
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Om iartften tffd. uit eenig punt A der earfle kromme naar 
eintg fuut B Jer tweede kan vallen. 

Ltmc de verticale I(]t] O £ ioe as van de x en de borizotitale 
I^D O F tot u vin de 7 ungenomea vorden. 

K[en neene x', y'- dé codidimioi vu het pDtitA eac". ƒ" d«! 
coördinaten van het pnni B. 

Trekt men nlt het pmt A de hoiizontale lijn AG, welke de nit 
eenlg pont M der loopbaan getrakkeoe loodlijn MN in G. ontmoet» 
dan Is de fnelheid van het vallende ligchaam in het pont M gel^lc 
-aan de fnellieid na den vrijen val door de loDdl^n MG = x— ^> 

De fnelheid in hel punt M is alzoo ==3 \/ g — *') 69 1^ 
vloden dat, op gelatte w^ze als In % at , 

- i_- rimü^^i 

Gevolgeiyk hebba wf) : 



V = i/ 



lDdcTefgelt|klng(i5) bdtiiYs=o,P,=- 



P^issot ent,} gevolgelijk wordt deze vergelijking 

tl 



Hieruit vindt meti verder 



aa — Qx — x'^ 

Degivraagdt kramma is alioo cent Oyeitïdè. weütrèafir 
iMgt d» 4Qor A getrekkem horixpmale Iffa KG raU. 



, Dnr b« {rniu A zich Inigt de kronnne AC kan verplutftD, 
en de ocdioace reeds In v voorkoinc, zoó behoort men, volgens 

het in S 34 WDgemerkte , hij de vMlatïe van ƒ +^^) 
K (* — «') 

vog K negen den lenn lx' f ^'^Sl'^^Q . , 
De TetgemUog (■;') woidt dleovolgetu 

Sceic men ia de nkdniLking onder het Imegritilteeketi voorat 
baie waarde, dan vindt men 



l« * 

Neemt men dcM bn^m] tttsTcbeD de ereaun «ssx* en 
daa wordt dezelve, de «aarden vu $i , wsUn mat «' en x** 
orereenHenimeD , ^, en/", noemende, 

-d_«t^Ti+£^ ^ __i 1 

Daar inigelijks <• = V — ^, P, = 
is, zoo i( ook 

Dc vergdijking (A} worde bijgevolg 

+ ^ — jf' — = O • 
Uk deze vergelijking volgt verder, aangezien 9 x' en ^jr* 
onfbankeigk zyn van en , 

derhalve . ^ — — ^ 

c 9 om 
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. Dor mi ^.=:P,= — — , en bögevolg jr=^ lao vol^ 
Wemlt 

»^ ~~ »x" ' 

Dé raakiga A S , velke de kromme A C im het punt K 
aanraakt, loopt dus evenwijdig aan de raakl^n BT, die 
in hit punt B aan de kromme B D wordt getrokken. 

Daar verder «-' = ——ï- en ^'=— ü, zoo hebben wi) 

/"iV'fla x/aa 

ook nog 

i.'- p\' 

De nailijn, welke de* kromme B D in het punt B aannakc, 
{Imt dm loodregt op de raaklijn , die in het punt B luin de loopbaan 
A M B wotdt getrokken. Dl kromme B D wordt derhalve 
door de looptaan reglhoskig doorftteden. 

S 36. AAt^uEKKitrtï. Had uien de horizontale lya OF tO[ u 
van de en de verticale lijn O Ë tot aj van de ƒ tMngeoomen, 
dan zon men gevonden hebben 

T— ' /■ d.t^O+y,') 

' i'O— /) ■ 

Men beeft dna alidan 

1/ 



•WJeevoIg Y= +^" e.P. = 

«i'&r-y;' Vb— /X>+f,')' 

Uit de vergelijkingen 

dV = Ydj. + P,df, en yd.-dP,=-ii, 
volgt nn verder 

V =ƒ, P, + Cme.=p, P, + -ij , 
waanit ben ligieiyk vindt " 



Hienilt UUkt weder, 4»r A gavr^sgA kromma eena Q/elotdt 
'it, welkar èsfit Itmgi ia karHontaU ^« AG r^i//. 

Daar / reeds In V voorkomE, zoo worde de vergeiyklng (17) 

of, omdai Y = , / i». 

Ha mdp alt de veigeiyUng 

Y d«- dPiSso, 

aeeiDC bkd deze iategnel n»fi;hen de grenzen j' ei x*, y« 
du woedt 

ƒ ydjf = P',-P',=p'— iS-. ^ 
De vefgemking (B) wordt dus , 
. •'Jï'+lS'// — p'//=o. 

Uit deze vergelUUogeD km mo), «aageaden Jx' en fy' oiufbaiikdjyic 
z^D Tut f «' CD tj't wederom beflaitea tot de twee aTioDdeTiyba 
«'J*' + ia'Jf" = o., 

Nurdien .i=;V— />,?,= 4— «i^=Pi=-ï7 . 

— -^i— Ii, zoo ia *•=••=— en ^" 

Stelt men deze waarden in de vergelijklogea (C) en vermentgmldlgt 
men verirolgeu met y/'^a, dan veranderen dezehre \a\ 

en +p'i ly =0; 



_ fy _ ■ 
~" *y ~" FT ~ dj'' * 

HIenilc volgt weder, raak/^f», welkt it kremma B D 

j» B asmraakt, ik leopkaam AVm regthotkig zat doorfn^iM, 
tm êvamflfiig zat Itopam aan ia raakten, wetka ia kremma 
AC /• A aanraakt. _ 

~" VIJFDE 



JK VAN BLANXEN, 



TUFDE AFDEELING. 



S Z7- Laat Veene functie voordellen van jr, y, s,pi,Pi, f ,, j;i,«ffz< 

,,j„d. = — ,,,= -,,,= jj, .«^.) 

De iDtegraal-oitdrulclciiig « = ƒ V d zal beliemd worden , 
VipoMr de vemiderlijke elemeDceD x, 7 en 2 elk afzonderlijk ia 
fiinctlEo eenet veiaodeclUlce grootheid / gegeven zijn, en menaltoo 
■umeetflt F (*, *>^o, F.i {y \ ï) = o. F, (z, /; = o. 

Om nu de uit eene verandering dezer functiën ontthande variatie 
TBB • te vlndeii, io tcM ver dezelve afhangt van de eerde imgten 
der nilttiCtt na x,j^ z, /i, mz^ hebben wf) Tooreent, even 
ria In S sS, 

— V*i + J^Cd«/V — / idV), 
Vindt men nu door diiTerentiëren 

d V = Xd»+Yd y+P, d^i + Pid^i + eoz., 
+ Zdz + Q,dy, + Q,ii?j ^etiz., 

dan heeft mCn otA 

*V = x;-t + Y^j' + P, + Pi J/, + iBz,, 
4-ZJz + Q,J'y, -fQjJjj -f enz., 

en bijgevolg 

(dJtJV— ^*dV)=Ydi(^r-;>i Jï)+P,d:c{*/,— /»,^;r)f MZ. 
+ Zd » (Jz— j , ix) \ Q,d 

Stelt men «Izoo 

dts vlodt men, (q> gelQke i^ze ati in S^S, de ïntegtatn zoo 
Ung beileldende , tot dat er ge«iie différeotlaleD vin of #1 mew 
onder de integnalteek»! vooibDmeo. 
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+ (Q. - + fl«2.) "1 + «Z.. 

+/(z - ^ + ■ • • 08)- 

- Neapt men na nD> dit «r geene bycoudeie betrdtkbig tnircliai 
ix, tg en befimt, din zil Uien vooreenc hebben, om de 
mime TCO in Eoo ver die afhaogt van de eerde magien van 
9xt 4mz^ re doen verdwjjneo, 

- ■ . . . 09)> 

z— ^ + «»x.=o . „ ; . . («0. 

Ukdeie differentiaaI-v«rgemUl>g«n«liidt DKn de, tot het mtlflaBn 
of miDimnm vm a gevordenle» betrekkine tii(rcliea.a: eq-j en 
tnsTchen x ea z. 

De vaget^king (i8) wordt mi , voor «i eo derHiiier 
waudeo fcbrijvende , 

= C V - P , - ^ , Q , + MJL) * X 
4-CP,— + (Q,— ftM!0^«+»a. + Cni^. ^ 
of, de coëffidEoten ntt /v, ea 9g konliBiifalmlve jI CBy 
noemende, 

Neemc men doze variatie tnsfchen de grenzen x', j", z'. en 
7*1 z** dtn worde nog tot' faet maximum of.miatmvm 
gVWKderd 

f 38. VooRBitLD XII. D9 kertfia /fbi is Sefateit. vMOt» 
uh Bt» gegtftm fimt naar eem gigert» afp»rvlsk ki» 
getnkkt» wordt». 

Noemt mea de lengte der l^n dm it In bet algemeen 
«=/d«i/o+#i'+fi"> 



^«9 a. VAN BLANKBN^ 

^ hebben du . 

V ^ V ' 
deHalw X=o, Y=:o, P,=^, P,==o, «w.t 

Znzo. Q, = ^, Q, = 0, MS. 
De TergeiyklDgeo (19) eo (30) worden dm 
d Y=-o en d i;. =0; 

■MIgevolg ^ = Onjy?. en = Com§. 

. Jffemlt volgi veider, dav V* = i -(■ -f f li , 

-cn briiben du 

dj = .fdf en dz=:<rids, 

derlifln ƒ ==:««^-CiMr/7. en z z=a^ s+ Cenjl, 

Oau de lUn nic een gegeven pnni: moet getrokken worden, 
«00 . 2Un ■'f *y en Ja' elk gelijk nul } dienvólgent wordt 
de veigelöldng (aO 

«• J-*' + p- * -1- vV r* = O. 
menilc vindt men verder, voor de coëfficiënten derzelver 
■wnfden- -rcbtt|veDde , 

f^-i-fi^y"+f", iz" = Q, 
of, d af'im" ^&y"»/ + d z" ^ s" = o. 

Neemt men-nn in 'unnerking , dat en voor ondndig 

kleine waarden der vaiiatiëu, de dlffcrctitiaaU verhoudingen vDorfiellen 
der cofirdinacen van het gebogen oppervlak in liet punt, alwaar 4$ 
gevraagde I^q dit vlak ontmoet , daa kaa men nit de bovenlhumde 
vergeHklng beüniten, dat htt getogem vlak 4oor ^ gevra^Jé 
IS" Uodregt worit éoorfiude». 



ZESDE AFOEELIRG. 



J 39, Lalt de gtootbeid V op eene gegevene wijze gevormd 
«ordeo Bit de fonctie z=F C^> r) en uit de gcdccUelljke 
d 2 d z d, 2 



d* z d' « ■ d'z 

™ dy* ' d X d ƒ ' ^* d *' ' 

Nemen wIJ tm un, du er tasrchen x ea y geene bepaalde 
benekkfaig lieftau, eadulnde imegrBBl'aitdruklü[ig«=/'yVd«dy 
de Imegnleti nribben gegevene grcnzCD moeteu genomra .worden,' 
din 21I mea de wavde vin « vetk^gen door eent tea i^dgte 
-van « en du ten i^ilgte van of eent ten opzfgte Vanjren.du 
ten opzfgte nn i te int^reiei. Zoodat men cal'tiebben 

, *=/dyXVd»=Xd«/ Vdy, 
j « ï ' 

Vemdett de fanctie z = F , jr) dui zsllea vooi deielfde 
waarden vaaxt-f, dx eaiy, de waarieq van z./u fi, ^„MC. 
varifreajftn dienvolgeu ook de waaid^ van V en.ar. 

Laat door difTerentifren gevonden zijn 
dV=Zd«-(-P,d/i, + Qidy, + P,d/, +Q,d^, +Rjdr,+«»z. 
dan is ook 

Steil men deze waarde in 

dan wordt ■ ■. 

/»= ƒƒ CZ '«+ Pi +Qi + MS.)d*dy. 
Daar d» en dy niet variëren, zoo Ia ifi = -- — , 



•'^»='d?-'""'=3ïd^' 



Hierdoor 



4> -r u ruv ai.jiNK.eN, ., 

HlNdoor wofdï 

Op gfHijifi «Oze vlDdeil wU ; 

door Hibltinicie van deze wanrden, -vfitdc men 

Zrt irt vi[>èt Kehere fnoocfe «=FC». de tmrde vaa «. 
tMTcben gegcvMC pwiBeo, een maximum of minimum zijn dan 
behoort de wttrde vra 9m, In zoo ver de2elve viff de éerlte 
migten van *«, enz, afhangt, geiyk nnl re wezen. Ditkan 
cehMQiee plaaci hebbeir, ten zö men hebbe 
7 ^Zi™""?' j. «"'P» . d'Q. d'R, 

^-d-7-37+ +d^+Jïd^-"'.=«.C.«3. 

Tot bet maximDm of mlnimom wordt dos gevorderd, dat 
• = F C*. r) In bet ilgemeen aan de diferewlBal-vereelflktog C"«5 
voldoet. . ■ 

S 40. Voorbeeld Xiri. Laten OX, OY ej» OZ (iT^', 
, dfie enderling regthoikise codrdinaten-asfen tpM. Mgm mwn 
Of A at OX Jiukken 0A = *', 0B = «", » 
Aor ée pmttH A «i B, toedrBgt epOXyOs vtailem As ft' 



Digüized by Google 



nRBAiaMuno ovaa i» M^finÉnMiifo. j|f 

<• B*Vj Welkt itH geiogtti oppervlak^ dat s=F(c,9r) jrflr 
VargiS^iitg beeft . volgent a' c" m b'cK doórfnifden. V&rMr 
mm» MM i« M OY, jtf J&uUwOC=sr'.0a OD:s:>". 
M 4r«i;« door ieftmtem C \>,l0odrtgtofO'^, davlakkim 
Ccc' M Dbl/, we/fcf hetzelfde getogem oppervlak . votgent 
C*C « l'b' doorjk^dtm. 

fTsmuer nm Met agehaêm têfieU» Mjbltett gemelde leedregt» 
viékkem. het geèi^en ofpervlA m lui vlak vumd* »y eem 
maximum 'of miuimiÊm ii , terw^l het gedeelte dee appervlala^ 
iegrtptm ttttfchem de t^e» «' V, 'b'cf. Ce" e» Ct* 
«ene gegeveme grootte heeft , zoo vraagt men naar eme 
difirentiaal-vergelijking, waaraan de vergelijking vaH het 
oppervlak moet voldoen. 

Men irekke uit eeiiig puac P van hec gebogen oppervlak eeae 
looiilijii PQ op het vlak van de xy, en nkhet «o«t|inst Qdiur 
loodlijn de lijnen Q IVI en QN loodregi op'det^ OX en OT, 
dan is PQ — e, 0M=*, ON=j'. 

Men late nu OM = j mei het lijntje MM' asiigroeijen en 
ON = j' met het lijntje NN', en irekke uit de punten M' en N' 
de lijnen M' Q' en N' Q' ioodregi op O X en O Y, Deze 
loodltjDCO ronnen met d I In M Q en N Q een regtboekje 
Q Q', waarvan de inhoun , wniinoi-r ui' aangcoeijingeii. TBo x éa y 
in difitieniialen overgaan, gehjk is aan d :c dy. 

Verder lirengc men door de lijnen M Q , N Q , M'Q' en N' Q* 
vlakken loodregt op het viak van de xy. Deze vlakken bepalen 
eeu ligchaimpje Q P', hetwelk, de aatigroeijjngen vin s fas y 
oneindig klein zijnde, de tweede di&êreatiut vootflelt vla bet 
ligdiaam , dat een maximum of minimum moet z^iit bieruic ^o!g$, 
de inhoud dezea ligchaams I noemende, 

1 = ƒƒ Zdxd^. 

De loodregte vlakken M Q P , N Q P , M' Q' P' en W Q' P' 
iKpiIen op het gebogen oppervlak een viethoekje PP', hetwelk 
yota oneindig kleine waarden der aangroeijtngen van i en ƒ de 
tweede dtfférentiaal van het gebogen oppervlak voordele Men mag 
■mnemeo, d» dil oneitidig kleine vlerfaoekje gelegen Is in bet platte 
vlak, dat bn - gebogen oppnrhk In P ionrMSt, Het vierhoge 

PP' 
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P P' Om. abdan loodregt op de nonnul PR, die uit hei pni^ 
P getrokken het vlik van de xy ia R ontmoet; hetzelve is du» 
geUlk aaa het overeeukomttige vterhoekje Q Q' veimgnigvaldigd 

met No is QQ' = d» dj-, PQ=r en PR±= 

* C I + ƒ 1* + ? *) i noeioi men das het gebogen oppervlak O , dan ii 
O = ƒ ƒ d , d y |/ Cl +/i> + f «. 
Daar O flandvasiig en I een maximum of midmvm moet weieof 
zoo hebben wj), volgent S s3> > 

'in b t aangezien Ax en d / bdde ali ftandvaidg bebouwd 
worden, 

ƒƒ d.dy» {« + » V/O +ƒ.■+»«} =«• 

Gevolgel^k Is 

endV = d2+ '"P'^P^ . ^ii^ii 



In de vergeltlking Cen) li dm Z = i , P, = "^.V .. . 

*^*~ï7ÖT^^+7*5* P»=o, Ms.;deze vergeHjking worde 
dienvolgmi 

ï I n^i 

Dett verder pi A x qi A y de volledige diffcreiit&al is van 
z = Y , y), zoo hebben wlJ, nevens de difTerentlaal-TergemUiig 
(b3) , oe* oog 

d^i dy, 

df ~~ ■ 

S 41. MeD adle zich voor een bolvonate oppervlak, waarvan 
de fllgemeene vergel^klng ia 

« = c± - C* — «)»-(>'- O »J. 
Hienilt vbidea wU 

j . * — « . . 



yaMBiwBÊUKo om K wtuntunnfin. 45 ' 

De TergeiyUiï (33^ woidt alzoo 

vMmn toUmb worde door m = ce nemeti'; 'd« vsrgtlffliii^ 

y<OT «m iohormtg epfervlak voléteat thrkaiva sa» ét 
raorwéardêtvelka éoer 4t verge^kimg (03} varü mitgainikt. 



ZEVENDE AFDEELING. 

§ 4S. Laac ^ = o in het algemeen eene gelUkQaclitige 
ditlèrciiüaal- vergelijking van de *»*• orde vooTftellen , welke 
zaïneiigeKeliI b uic de veranderiyice groochEdn >»J't MS>' 
en derzei ver difiêrentialen. 

Wij (IeIIcp, dit de hoogde dlSeremiaal van u, in deze vergemking 
voorkomende, is df**j zynde gelijk of kleiner dan m. 

Om de waaide van /tf te bepalen , neike men op , dac ? in bet 
algemeen geiyic nat zUndet ook ff ml moet wezen. 

Vindt men 'dni door den gewonen algodthmni der dlffètentbal* - 
rekeidi^ 

+ X -f Xi »d « + X 1 'd* + Mn. , 
+ Y»f+ Y, +Y,*d» ƒ + 
+ Z}x + Zi>dc -f Z,^d'z4.«az., 
-)•««•* 

dan hebben wQ, de dlfiérentlaal- en Tvlnleteekeoi onderUng 
verplgatfeode, - < 
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+ yi'/ + Y, d*jj'+ Y, Jj' + a«, l 

Vermenigvuldigt men deze vergcHJkiDg met eene onbepaalde 
veranderl^ke grootheid ip, en integreert men vervolgeu iederoi 
term aftonderiyk, dan verMJgt men 

ƒ jf ü *B + ƒ WU, ƒ »• üi d' + 

+ ƒ wX J-x^- ƒ »'X,dJ* + Xa-X.di^ï ■\-enzS=Cenfi, 

Herleidt men de integralen, tot dat er geene difTereniialen der 
vaiiatiËn meer onder de iniegraalieekens vootkomen, dan vindt men 

ƒ «-UidJd^icUiJw— ƒ dCwUOJ*. 

ƒ icÜjd^/a^ifUjd^» — dC>cü,)''<' + /d» CwUa)*» . 

ƒ ïpX,d*« = »' X, — CwXO»», 
enz. 

Stelt men dus kortheidshalve ; 
P =»'U — dCw-Ui^ + d'CwUO — ««2. - . ±d>' C'U*»), 
P,=:wU,-dC»'ü,) + <l»C«'00-«r. . . +d*^iC»'U^3. 

p^^wUj-dCwuo+d'CwuO— • • ±if-K»Vpy, 

P,= eMZ., 

Q=ifX — dCwXO + d» C^X,) — wz., 
Q,=:»' X, -i Cm XO + d» C* Xt3 - ««. , 

R =)rY~dC»'Y0 + d»C»'YO^««., 
Ri=eiiz., 

S =wZ — dCwZij + d^CwZO-e^z-. 
S, = £nz. , 

dan wordt 

P , *«l + P, d + P, d» i-H + M». + P^df^-I /», 

-fQt 'x-^Qld»>-t■Q,d* »»-t><«2., 
+ R,*y + RidJy+R,d»*y+Mz., ■ 

+ ƒ CP + Q * ar + R + 1 *z + wz.) = CbnA 

Wanneet 



TUHAifDkUto om M «uKAtautunno. 4^ 



Wanneer men in bet eerlle iid dezer vergeiyUng de grootfaeden 
buiten faec Integnalieeken voorQcIt door de letcer « en de grootbedea 
onder het iotegtulteeken door de tetcer if>, dan worde 

ontefteUen, dat d« Ucqjilfn rnoeHB gtMrim worden 
Cüifcben de grenzen s'* y', mz., en w", 3c",y"t êmt, 

b no de waarde van ƒ -^zoodaidg bepaald, dat dezelve voor 
•=«', vsaK, <«., verdwtfnt, «r aoemc idcb de waarde van 
», welke net jr', •JHb, ovatcBfleDac» w't dan wordt 

bovenfliande veigeiyUng 

Neen» men venratgeu voor 'do niarde,wribe met ir*,x", 
f"» ME., ovctemflemE, co fieJt men de overeenkofnSIge wamde 
vn voor door w"» dia wotth 

of 

Schrijft men In deze vergelijking voor *■ en if' derzelver waarden, 
dac verkrijgt men 

P,' J«' + P*, d J *• + tHB. + P*;* i^i » «' , 

-f 002. , 

=P', »' + P'i d ƒ H' 4- e(ii. + PV df^i , 

-/CP'''+Q'^ + Il''^f-«^0 Ca5> 

De onbepaalde veranderlijke grooibdd w neme men na zoodanig 

aan, dat P Itt bet algemeen gelflk ml wotde, en meaalzoo faebbe 
» U— dC» U,) + d« ü,> — «M. + d*» (w U^) = O . (atf). 
BI] bet integreren van deze dUfetenrii^kve^emklng verkrtJgt men 

ft cónllantea i bepaalt men deze cooRutea zooda%, du men beeft 

P',r=o,P't=o,P*|=o, Mz., dan wordt de ve^eiyUngCas), 

na oveibrenging der termen, 

P-, Q-, **'-Q',d**'-^«.— U'iy— R',d«ry-m. 

+ P', P', d 4. Mz,+ Q-t + Q-. d gmz. 

.+J'C0** + R*3' + S/z + «kO C«7> 

Heemt men na aan, dat ar*, d *' 4*ai'. mz,, eene gegeven» 

grootte 
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grootte IiAba). of eegemie liuuden mi c, y. x', om.^ 
AVt d /> d c', «wc,, don wondt door de ve^e^khig (^fy d« 
begeerde wiacle vu m voorgelldd. 

f 43. Doai l «' gelQk nul moet wecen, wnmeeT de waarde 
van n' een muimnm of tninimnm ztl zQn, zoo volgt uit de 
vergelijking (37) 

Q** + R/y + SJz+ffM. = o . . . (aS), 

+ P', + P', »' 4- CB2. — Q'. ƒ ï'+ Q' , ^ d I' + eBZ.!^**'" 
Wanneer ix, ty, enz. ouderling oiiafhankclijk z^n, dan rolgetfe 

uit de vergelijking (28) wederom de afzonderlijlte vergemUngen 
Qzrzo , R=^o , S = Oj ««. 
Bellaat er echter tusfchon x,y, z, Mz.eene zekere betrekking^ 

zoodit men, bijvoorbeeld, Id Iiec3lgen]eenbeefcdz=«id*4-ild/-f-' 

dan li ook S' z = m ^.x -i^ n iy -i^ enz, 
Snbaitneert men deze ffaanje ia de vergemkiog (98}, dan woidc 

dezelve 

CQ + «S) *x+CR+iiS)/j'+e»z.=o, 
en door nu vervolgens de coSEciÉnten gel^k nnl te ttellen^ 
verkrygt meo 

g + fflS =0 , R + «S = o , 
S 44. Aahuesking. Wanneer in 0 de gFOotkeden *'tï't z', 
enz., x", y' , z', enz., voorkomen, welke bU het diSËtCnd&ra 
als ftandvaitig worden beTchoswd, dan behoort men bff de in 
vergc^kfng (04) opgegevene waaide van >^ aogtennencevo^en 
van den vonn 

<i *x',+ rf, fdy + enz.^K jy +^', »AY +mx. 
+ ^, W «•+ mz. + + (i'i W + Mz. 
en de vergdilking ^aji) betiooien dienvolgei» idsdan nog gevoegd 
te woidni de tennen ' 

+ M y ƒ »■ , + + ?y ƒ y + ««z„ 

*«' ƒ »'i/ + *IB. 

S 45< Tot eene coepaiflng op ees b^zonder vooibeekl, mllea 
wU nemen de vergelijking 

I^Cd«'+dy') 

•-•^ i^c.-o ■ ' , 

welke reed» in $ 35 behandeld is. 

ült 



nuuraauno om ob utumuuuiM. 4 
Uit deze TcrgeiykiDg v^t 

en . il«|/C» — »0-l'(ll»"+dr')=o» 
In <Ie veigelUklDg (24) te alzooi 

0=0 , ü, = i/(i— i-) , u,=o, sm., 

• Vdl'^yi •».=•.•»« 

gevolgeUJk wonit de veigeigUng 

d.a'i/C» — :^)=o, ■ 



Hteniit volgt verder: 
P,= e, 

Q__£il_, j dj. 

O.— 

R = e d 



R,= 



dr 



Daar tot het muiimum of iDinimum van ir gevoidetd wordt, du 
dc differetitiaal-vergclijltmgeii Q =o en R=o gemktjjdig beflttn, 
200 moet blijkbaar, bij eene behooriüiie keaze der conOanten, uit 
elk detzelve dezelfde vergelilking ittifcken j en ƒ kunnen afgeleid 
«orden. - 

Uit R =3 O vindt men iigteiUk aciitereettvolgend 

d^ X 

1/ C» - 'OCd + dj') — —Vti • . 

éy = ix\/ 

a»-C»-»3 _ 
en t=—Vli'(.'—'"l-(,x—x'y-H-aB.Sin.l^irf. '—^ +C*»/!. 
II* DutL , 1' Stuk. D Men 



. H. KdN BLjUflXEN, 



Mui km zich nu gemakkelijk ov«tnigcn, du deze vpg^ldag 
QOfc <!>: diFerenciaal-vergeltjking Q =o beaniwondtï wint uit 

^Ddt men 

fidt men nu deze waarden in do boven opgegevene aicdrnUIng 
voor Q, dan wordt 

Dnr Jc' reeda in de gegevene differenrianl-vergelijking voorkomt , 
zoo moeCf overeenkoin(ti| de UDinerking in §'44, by tTpnog 
gevoegd worden eeucn term mts', weshalve de coSfficlfint vin 
ts' In de vergelijking (39) wordt CO*! — ƒ»'■)• 

— d« B 



Is 



dus 

verder volgi uit Q = o, ' 

f. —cAm ^ _ 

flC*-0~>^C*— >^)C«i*'+<irO~^' 

derhalve it ƒ w ■ = — Q, 4. CtJij?. 

Neemt men alzoo de Integraal nufchen de bepaalde grenzen , 
dan woidc 

X»'« = Q',-Q'. 
en Q'.- ƒ B'- = Q',; 

gevolgelijk worde de vergelijking aannemende, even alt. In 

S 35 1 dat bl] den aanvang der integraal » = oen dus oak^«'=e>ii, 
— Q*, ^ *' — R', +Q', * x' + R', = 0. 
Uic deze vergel^king volgen weder, aangezien en t y* 
onafhankelijk zijn van en de twee anconderiyte 

vergelijkingen 

Q^i/ï'+R', »/ = o. 
en Q', >*' + R', //=:oi 

der- 



▼UBiMOUUKl om DB ViUU«IBUKlHlITO. 
ti-~ R', • 

™ V _ Q*. 

" . Ï7. 

Venler bebben'w^lt nic de boven opgegerene veigeiyUiv 

■ly i_ 

derlulve R', =:R'. =- en Q», =- -i- X 

l/a « * yiS ajr 

Hieruit volgt 

jy _ J' ƒ ' _ _ 
gebed overeenkcnDffig betgeen is S 35 1* gevonden. 




IBTS 



IETS 



BEWEGING VAN E«N LIGCHAAM, 



HnnsumnsEucoT 'wobst TOOKisEmtEVBN , wklie 

'WVaXT IN DB 0B6BCEBSDB BEDEN TiN DB 

Cl) ■ 



jr. fVJV BLANKEN^ 

Sladt-Lêcter ia d» WU- en JVatuurkundigB IVtitutehOff»» 



Wanneer een ligcliaatii, na eenen aanvankclijketi fchok, door 
niUilclpuniskraciic ,woidt voortgedreven, dan I> (ztet.K, 
Dynamica , bladz. 373) ia het algemeen de polaire vergel kiog vui 
de loopbaan 

9=:S — ; Ti ...CO 



zijnde ia deze vergeU|kiug G de vcrfnelling der middelpunukncht t 
S eene Ilandvastlga, welke by de eerRe integratie worde verkregen, 

en 

(i> Beltaurderen van bet GenootfËhap hebben, in overeenftetnndiig 
met dc "Wctcnfchappclilkc Commiiric, geofwleeld, dat dit Ihtlije geene 
onfcfchiktc bedrage voot do Verhandel = nEon dea Gcnootfbhapa cou 
niinnkcn ; hoezeer dan ook de uiilfjmftcn , door den Scbifver 
verkrcEcn, niet ^Is geheel nieuw kannen bcfthouwd worden. Men 
zlc, ondot anderen, de door bet M'jdelid K.LOBAtTein iSasnltgcgeveDe. 
H'iMlaatdigt UengeUagéa, bltdji. löi ; alwaar hetïelfdo problema, 
hoeiccr mlndn Ultvoorig, bohandéld ia. 
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im ovBx Bk mnvm vim ikr uocnuKi inr. n 

en p eene ihodvutige, "velke geq]K te MD de eeahdd ge^eeU dooe 
tweemaal de ruimte, die door den voeifinul in eeae ttJdieeiilieÖ 
woedt doorloopen. 

Toom li in bet ilgemeen, de ffaelheid vsb bec beweende 
ligchnm f noemende, 

{^-t/cyz} (8) 

Neemt men nu aan, du de mlddelpnotikiacht in de omgekeerde 
reden van de detde magten der ■fOtadeo wedtt, dan kan autffiellco 

o=^i .......O) 

hierali völgt dan XGSt — — ^ , 

20odat de Tetigelgkiagen CO ^ CO ■» bifzondEre* geval 
worden 

»=ƒ — r 

OitCO'oip! — L_ . 

" >'}«.'— Ci—j«>^")i 

nelc men ini den lioelt, dien de voeitttsal In eenig pont idei 
Ioopb|u met de lukltfn mukc, door ^ voor» dan ii in liet 
•Jgemeen» n]gtm eenen bekenden regel, - 1 

• 7Viiiï-*= —, ~ ; CO 

v* JJ?»*— (i— aar;*)} 
Uit deze laatfte vergeiyklng volgt gemaklcemk 
« Cff/«.^ = VCi + Ö)<.>iïO = VC««* + «'rf/»3. 
maar volgens (5) is ook 

^'^^ = l/CJs» 4.3 «!!ƒ»), 
weibalve men In het algemeen ook- nog heeft 

Fp»=zCofec.A' C7). 

Wanneet nu bet llgcbaam, ^I^ eenlg pnnt A (FIg. si), door 
eenra aanvankelUken Tchok met eene fnelheld y is voongewotpen » 

lo 
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b.fleoe llgdiig AB* welke 'met den voerfind OA eeoen hoA 
M^t, èÊB kDopen, de vetfndlhig C der middelpnatiitiadicop 
den ifflud O A= t/ bekend xyndci de Itandvaidgen, die In d» 
TODiSMide «icgelf)kiiiien voorkomen, gennkkd^k bepnld woidea. 
Mo beeft mmemk volgen* (3) 

en volgen, Crt ^ = ^,^-^L_. 

de ftandvuiïge m Ii rIzoo ouThaDheiyic van de hoegrootheid en 
VBD dd rigdng van den aan vankei IJ ken Tchok, terw^l de llandvastige 
f oniirh anke lijk van de hoegrooiheid der middel punisltrachc is. Kent 
men na m en ƒ , dan vindt men vervolgens nit (5) 

By het iniegrCTen der vergelijking C4) > komen hoofdzikeiyk 
twee gevallen in saninerking. De waaide van i — ^mp* km 
namelijk politlef of negatief zijn, In hec e^Ile geval wordt de 
Intcgiul nltgedmkt door cirkelbogen, en in liet tweede geval door 
logirltlunen. Ten tinde echter des te beter de verfchillende vormen, 
welke de loopbaan verkregen kan, te kunnen opmerken, znllen 
wy een grooter amttl bijzondere gevallen ooderfcheiden. Vooraf 
metken «y op. d» ü idet n^tief en zelft Met nul kas ^n, 
iodfeo I — ^mp* pofidef ii; wrat B negatief of nnl, en 1 — imp* 
pofitiff zynde, zon de In (4) vooriromeDde wortelgrootheld 

V Xbm* — O"*"^*}] > voof mogeiyke wanden vin >, 
onbefiaanbBir zQn. Deigemkt kan B niet wjgatief wezen, In&n 
ï — Biw/*==:o mogt i^ik 



I'*" GETAL. 

\~2mp* poptitf. en düa ook j8 pofititf. 

Stek men 1 — mp* =r* , B=. en nk~a, dan vlodc 

men nit (4) voor ds polaire veigeM)kiDg der loopbaan 

« = *a<.*()» + -) (8) 

Voor 



Von de Oielbdd In eetdg punt m de bnn, heeft mot dnm 
volgeiB (s) 

''=v--[^+p^ji; w 

en voor de [sngens van den boek, dien de voerfinal Id eca^pntu 
vnn de bsao mee de raaklijn maakt , volgens (6), 

int de laatlle fonmile blijki, dat a de lengte Ia van den voerfttaal, 
welke getrokken woidt.naar bet pnni, alwi» dezelve loodreet op 
de raaklijn ftaaii deze voerfliaat ia leveni de kortfte, welke naar 
eeaig pnnt van de loopbaan ban getrokken wordm, want voot 
B worden, volgen* (B) en 0°)f ^ en ^ Onbeftaflnbaar. 

De formide (9) geed : 

voot*=:j, f^±= — 1/ j 



en voot Bz=:o3 , J^=~ V T — " ^ ^ ),* * 

6p MUM eneindig groeten afpand is dut de Jnelheid gelgk 
Mm m maal de fnelheid op den kieinfien af]iand ran den 

Wanneet bet bewegende ligchaam den oorfprong nadert, dan 
neemt, « mode, de fhelbeld gedurig toe, en de boek, dien 
de rigdng der bewoog met den voerflnnl maakt, woidt fteeda 
gnwter, tot dat deze rigüog loo^egt op den voerfinal flnti 
doob dw ii de fbelhdd ook zoo -Her tot^geBomcn, dat bet ligcbaam 
-zfcb iNdetom van dea ooriproog moet ven^eren In eene baan, 
die gdyk en geltjkvormig mei de afgeloopené baan 'ia. 
' Op eenenr ondndig grooten iFiEaad' beweegt bet llgdnm met 
eene eenparige Tnelheld In de rigdng: 'vm den voerttraal, dat Ii, 
volgeni de a^ptoie; ^nde k ds lengte der loodlUn, welke uit 
den oorf{)roDg op de aiymptote worde getrokken. 

De flaodvutlge «, die In de vergelijking (R) voorkomt, woidt 
bepaaU door de kenxe van den oorrprong der boeken. WU men , 
b|t Voorbeeld, den vioeger bedoren voerüiaal O A— s' (Flg^si) 
tot oorrprong der hoeken unnemen , dan 1* 
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« — — Boog Sec, — • 
n " a 

Begeert men echcet den voerdraü , die de rlgclng der beweging 
f^tfaoekig dDOTfnljdc, cot ooirprong der boeken san te nemen, 
dtn it «=o, cn^ vergelijking van de lof^boan wondt ■}sd>ii. 

% — aStc.n<p. . C") 

Om een behooriyk denkbeeld té geven van de verrchilleode 
vormen, welke de loopbanen in dit geval voor onderTcheidene 
waarden van bet geisl n verkrijgen, zullen wij in de volgende 
voorbeelden eenige bijzondere waarden van n onderzeilen. 

Eirfie yoorieeld. Wanneer i is, dan moet m 

Degatief zijn , en de middelpuntskrach c alzoo afftootend werken. 
De kromme lUn BAC tFig. 12), welke nii door de vergelijking' 
(11) worde voorgefteld, beeft bare bolle zijde naar het middelpunt 
der kracbien gekeerd (i), en beeft twee oneindig vooriloopende 
takken. Deze takken hebben af)mpioten P D en PEi welke leder 
in het bijzonder met den voetflraal OA, die de loopbaan !d A 
regtboekig doorfnl|dt, eenen boek vonneiï gel^k aan bet deel 
van eenen regccn hoek. De genoemde afyoptotcn zijn voorts op 

den aflland k= — a verw^derd van de voaOnleti OD' en O E', 

welke tot de oneindig ver afgelegen punten der loopbaan behooren. 

Stelt men m= — m\óva wordt de fllgemeenê oitdrnkking voor 
de fbelb^ 

hiemit 

CO Co bgEonderhêid , dit de bolle zl]de der loopbaan naar het 
middelpimt der krachten gekeerd is , Is geheel cigcuBaTdig bt 
afRootande mlddelpnntsknchtcn , onvcrrcUIiig volgcni welk* wet 
dete ook mogen wcikea 

Wanneer dnsi b v., de ariïootendc middelpuiinkriclit Termlndert 
in dc omgekeerde jcden. van de tweede magten der afftandcn , dan 
doorloopt het ligcliaam ccne hyperbool, cn wel dien tak yan dezelve , 
Wiens bolie zi]de nasr het brandpunt la gekeerd, -waaiiadesfflootcode 
kracht ncikEaam la. 

Het llgcbaam donloopt aLmedc eene hyperbool, wanneer do 
afilootende' toach^ vetmecrdeit in de regte reden van da afftandcn i 
doch de afflootende ktaeht la •lidan werkiaam In het nidddpant van 
dese bnerbool, - 
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Mcniic ziet mcii, dac het ligcbaani van B naar A voorcgaan^e Iteeds 
langzamer beweegt, en hi A stine tleinfle ibeflield heeft Tarkregeit. 
Twtedi Voorbeeld, Voor M=r, «orde de Teigeiyklng 

C'0 

Hec ngcbaam doorloopt na eene legte l^n AB ^g. 13}, welke 
op den afnand O K —k. van den ootfpTong ii getrokken. 

Uit de onderllelling « = i, volgt, dac of ^ = 0 of nt bso moet 
Is j = o en A eindig, dan ts volgen» worde 
dns een l^cliaam met eene oneindig groote fnelbeid lo de rigting 
A B roongeworpen , dan zal betzelve de regte lijn A Bdoorloopen, 
nietiegedtaaDde er in O eene eindige mrddclpuniskrachc op werkt. 
Is / = o en £ = 00 , dan beweegt het ligchaani in eene regce lyn, 
welke op cenen oneindig groeten afttand van het middelpunt van 
oantrekltitig is getrokken. Is dan is ook de inidilelpnniskncht 

nul, en het is klaar, dat alsdon liec ligcliMni, met zijne sanvankeUJke 
foelfaekl, ih eene regtc lijn moet voonbcwcgeu. 

üerds FoorietU. Voorn — } wcrck ile vergelijking 

C'0 

%=.a Sic. i p of I ^ 1 i Sec. { 
Het ligcfaaam doorloopt nn eene kromme lijn A li C, welke in 
Fig. 14 is voorgelleld. De loodlijnen OD en OE, welke nït den 
ooifprong op de afymptoten der oneindige takken zijn gcirokkepf 
zijn elk gelijk aan tweemaal den ktcinften voerflraai OB. 

Fierit Voorbeeld. {n=\). Voor wordrde vcrgelijking(ii) 

% = aSec.!fP or 3 = \kSec.\p. 
Het ligchanm doorloopt nu eene kromme lijn ADCD, welke 
in Fig. 15 is voorgelleld. De loodlyn OE, welke nic den oorfprong 
op de gemeenfchappeiyke afymptotc der oneindig voortloopende 
ukken BA en B ï) Ii gKiokken , is ge^^k «aa diiematl den 
kidnften voerftiaal OC. 
Vvfé* VsQTHtli. («==4). Vooc«=i woidideve^^ktog(n) 
jt=.»S$6,\p of z^\kS»6,\9. 

Het 



Het ligclmm doorioopt dd eene kronuoe mn ABCD, welke 
in Flg. i6 it afgebeeld. 'Se loodmnea O E eii OF, nic dea 
oorfproDg op de 'eiymptotea der oneindige ukken B A ëb B D 
nede^eliien, elk gel^k aan viermBd den kleinrten voetftnil 
OC. 

Het Ig verder ligcelijk ïti ce zien, dat, voor zeer klclnq wuidea 
van het bewegemie ligchaam verfehekiene fpiraalvonnige omgangen 
om het midilelpnnc van aantrekking mocc doorloopen , voordat de 
rigiing der beweging loodregt op den voerfcraol komt te itatn. 
Voor eeoe oneiodlg kleine waarde vaa • wordt dit «antal ongangcfi 
oneindig groot. 



I — 2 negatief, en B pofttief. 
Stelt men i — aiw^* = — «», ■fi=^ en nk'^.a, dan vindt 
men Dit (4} voor de polaire vergeiyking der loopbaan 

of hieruit « oploifende 

3£ 

*— s"(»-h»J_a —"(♦+«) ■ t'aJ 
Voor de fnelheid in eenig punt van de baan, heeft men nn 
■ volgem (s) 

l-^ + FTT?^! ' 

en voor de taogeu van den hoek , dien de voeraraal in eei^ pont 
von de baan met de raaklijn maakt, volgens 

t ' * '"'fl' + «> — i 

• 't + 1 ' ('sï- 

Uit de laatrte formnle volgt, dat de dgdog der bewcgli^ nooit 
loodregt op dea voerftraal kan (ïaan. 

Wanneer 
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r bec IlgcbtuuD deo ootfpfong niden, befchrijri bet een 
«HiriDdlg nncal Ipinutvoniiige omgangen om bet middelpunt van 
aantrekking; want om 1=0 te nnken, z>] men volgens (1 3)^^00 
moeien nemen. 

Verwijderc hec llgchinm zich van den oorTproiig, dan wordt* 
blijkent (15), de boek tntfcben de rfgting der beweging en den 
Foerfbial fieeds klebier. Op eenen on^ndig groeten afdand gefchiedc 

de beweging, met eene eenparige fnelheid y= j/ ^ ^'^^ , in 

de rigcitig van den voerllraal, dac it, volgens de tiymptoEe; sUnde 
k ÓQ lengte der loodl^a, welke nit den oorfprong op de aiympcote 

wordt getrokken. 

De fiandvastige «, die in de vergelijking {ja) voorkomt, wordt 
door de licuzc van den ourfproag der hoeken bepaald. Doet men 
die kenze zoodanig, dat a^o is, dan is de vergelijking der 
loopbaan 

'= 00 

of DB ontwikkeling 

'= . . ; 'i • • ■ C17) 

alsmi looprde afymptote evenwydlg met deo oorTprong der hoeken, 
omdat vooc ^=0. k = <o woidi. 



ni''- GKTAL. 
I —imf*Mgstiefta B Htgatief, 
Stelt men i-~gi»^=— B,^ — ^° nk — at dan 
Tlndt meo lüt voor de polaite veq^king der loopbaan 

of 
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of 2 bleniit oplMftnde 



terwgl men dniu volgens (5^ en (6) beefc 




C«o) 



Uit de laadle formule blijkt, dat ^ de lengte van dci) voerCtraal 
is, welke getrokken worde naar bet puntt alwaar dezelve toodregt 
op de raaklijn ftaat \ cn dat deze voerfiraal tevens de langfte is , 
welke naar cemg pun: van de loopbaan kan getrokken worden. De 
loopbaan heeft dtis in di: geval gcene oneindig voortloopebde takken 
of afVtnptOten , maar maakt weder een oneindig aantal rpiraalnmnige 
omgaogen om'den oorrprong, omdat, volgeiu (19), f = co moet 
genomen worden. Indien men begeert dat x = o wordt, 

'Wanneer in deze lox>FbBsn, die )n Fig. 17 Ii afgebeeld, tiet ' 
ligchaam zich van den oorfprong vetw^derc, tvoidt, biykens (ai), 
de lioek, dien de rigting der bewe^pig met den voeriïraal moatt , 
fteeds grooter, tot dat in het pnnt B, op den afTtand 0B=« 
van den oorfprong gelegen, de rigting der beweging loodtegt op 
den voerftraal OB ftaat. In dit punt beeft de fnelbeid, biykem 

(go^, liare kleinfte waarde i =.~^ - '^ ^ ^ verkrogeu( deie 

ftaelheld is dan te gtring, om het ligchaam op dien aflland vin 
het middclpnot der aantrekkende kracht veiw^derd te taoaden, en 
het ligchaam begint daarom den ootl^roEg wedn te naderen; 
dporloopeode eene buDi die geQJk en geUlkvormlg am de dan 
reeds afgelegde ia. 

Neemt men den langften voeiftrtal O B ali oorfprong der hoekeo 
■an, dan Is «=0, en das woidt dan de vei^I^klng der baan 



of na ontwikketing 




. ■ (»3) 
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lY"** GETAL. 

I — a mp* negatief y en Bz=o. 
Stéx men i — amf* ^ — n* eo Bsso^ dan rludt'men vit 
(4) voor de polure vergelijking der loopbaan 

of « = i (84) 

ten^l men Tolgens CS) ^ (fi) 

r=~-V»m* Cas) 

eo Tai>g.-i-= — (jiSy 

Hét ngcbaam beweegt zich dus nu io de bekende logarittimlfche 
$tml ABC C^. i8> Deszelft fnelkeid it omgekserd 
twe»rtd^ M» 4em rotrfiraalf zoodat zff dam ook op mmm 
omtindig grooten affiand va» den oerffrong nul it. Indien 
p D.de iMkl^s en .OP de voerftml vbd eeniff pnntP der bian 
x^h, is* volgena (iti), Cot. OP D=:s; in pnnt van de baan 
maalcc du de rigcïDg der beweging met den voerflraal, eenen eren 
^ooten hoek. 

Dewijl «= z'G is, heeft men volgens (15) ooit nog ^==v/azG. 
Indien dus in eenig punt A (F\s- aO, op eenen sfnand OA=s' 
van het mijdelpunt O der aantrelikende kracht, de verfiielling O* 
dier kraclir bckund is, en men dan bet ligcbaam eene logaritbmifcbe 
fpitaal wil doen doorloopen , zal men 'hetzelve oit A moeKD 
vooruvcrpcn niEt ccne fnelheid f', welhe middeiievenredig cusfchen 
2 2' en G' IS. Denzeifdeii botlt , dien de rigting der beweging 
aanvai-,ki!lijl£ in liec puiii A m^c licii vocrfcraal OA maakc, zal 
dan ook in elk volgend punt luet den voerriiaal blijven maken. 

De waarde van <■ wotdt wctV geheel bepaald door de ketize van 
den oorfprong der lioeken. Neemt men de zoo evengenoerade 
0A = 2' (Fig. =0 tot oorfprong der hoeken aan, daniswss: 
— iVtffl. Loz. z', waardoor. de vergelijking-der loopbaan worde 
p= ~ -Xfep, Loè- — of I— z' « " »■ Kïe»t men echter den 



ooif^roiig der hoeken zoodanigi du «:=o du woFdt de 
Td^emking der loopbann z = e«'i', of zoo men ««ss^ftetc 

z — C*?) 

AAniiBRKiita, Het is klaar, dai men, In de vergelijkingen ('3^ 
en Cip} Bi=o of k = ta nemende, door eeue gefcbikie herleiding 
COC de vergelijking (34} moet kunnen geraken, mici daarbij flecfau 
eene orereenftemmeode beptllng der T«fehUletide door « voorgelleide 
flaodvistigen ploflti hebbe. Neemt men, b. v. In Cip}> = 

— — Nift IiOg. t k of e ~ = t jfc, tereni <i = m- k 

fiiblHtoerende, dan vennden die vergel)]kliig in 

ank n n 

2* 4-1:' 
«n {telt men hierin B=Ot dan komt 'er 

welke vergelijking men ook verkrygc, door in(a4]«= ' NepJag.m 
te nemen. 

Op nagenoeg dezelfde w^se kan (24) alt (13) afgeleid wotden. 



CETAl. 

I — a «!/■> = 0 , en £=.0, 
Dit geval ii flechcs een bijzonder geval van bet voorgaande, en 
kan duniic afgeldd worden door 0=0 te nemen. Alma woidt 
volgens (aiS) Tang. ^ =: 00 en ^ = 90*, zoodat m de Randvaitlge 
hoek, dien de rigting der beweging mee den voerflraal maakt, een 
regte hoefc ii, en bijgevolg de loopbasn een cirkel mocc wezen. 

StelE men dan ook in de vergel^king (94) •= — Ntp.Iag.r 

of«""=r, waardoor zy dra vorm wtbflgi, xoo 

gaat die vergelijking voot »=o in t; = r ovet. 

Voor de fnelheid , waarmede de beweglDg iBdlen d^geTcbledi 
beeft men volgeni (asi) 
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CD, den omloopstijd door T voorflellende , is 

T=ir!L=l^ u.-. 

Waanneer das, de ondsr(lelde wet van aamtrekking, 
twee iigchamtn shh, op verfchillende afftaadett vam két 
middilpunt van aantrekking, in cirkelvormige ianen ievegem, 
z^a ie fnelheden omgekeerd evenredig aam die affiandeni em 
fiaa» dt omioepttpée» tot alkandtr ah de vierkamte» dUr 
afpOBdae. 



yi^" GE Til. 
I —amp*=o, en B popief 
Stelt men in (4'), i — %mp*—a en B = -^, dqa vindt 
men dooi incegretie 

z(^+-) = ij C30) 

tenrijl taea volgeu (5} en (6^ heeft 

*'=V'ato{-l-+ .... <sO 

en Tang. 'ï' = — (3a) 

Uit de vergeiatiBg (30} volgt, dat het iigcliium na beweeip ia 
de bekende byperbolifche {pinal ABC (Fig. ip). 

Indien O P de voerflraal en P E de raaklijn van een wtllekenric 
pent P dezer kromme lijn is, en dan nlt den oorfprong O, op 
dien voeitliial eene loodlijn O E geReld wordt, de raaklijn In B 
ontmoetende, is OE = OPX Tang.OPE = zTang.^, en dos' 
biykens (33^ OE = i. Trekt men verder nit den oorfprong eene 
loodlijn OF op de raaklijn, en ftelt men O F =/, dan is volgebi 
cetie bekende eigenfchap van den regthoekigen driehoek OPE, 

^ =: + -ij , Hierdoor wordt volgens C3i) 
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De fntlhsid in tik ptnt P is dut gel^k aan da fntlhtid in 
dea cirkel, di» tot ftraal heeft ds loodl^n , welke »it dem 
oor/prong op de raakl§n van het pmt P wordt getrokken. 

Waaneer hec bewegende Hgchaam zich van het mfddclpUDC van 
Bflntrekkiog verwljderc, maakt in elk volgend punt de rigcing der 
beweging met den vaerfuwl eenen kleineren hoek, terwijl ook de 
{bethdd afuemt. Op teoea oneindig grooten afftaod beweegt bet 

JigchBam, mee de eeoparïge (helbeid f^—^ i^sm, in de rigdng 

vao den voerftnul, dit is, volgei» de aiymptote; :^iide k de 
lengte der loodlijn , welke olt den oorl^wong op de aQrRiptote woidc 
gstrokken. 

Kleit men den oorTprong der hoeken zoodanig, dat «=oIe« 
dan it de verge|4|kiDg der loopbaan 

zf — k - - • (33) 

sli waoneei de iiymptote evenw(Idlg met dei ootft>toDg dec 
boebèn ii- 

Aahhbrkuig. Het ii klaar , dat men nit de polaire vetgemUiigen , 
welke In bet eerfte eo tweede geval gevonden ^n, door dasria 
jg=:o te nemen, tot de polaire verg^king vanbetimbefdiopvde 
zesde geval moet kunnen genkcnjmiu daartiij ecne overeendemmende 
bepaling der fcandvastigeii » plaa» bebbe. En dat men detgeiyka 
niï de vergelping (30)', door £=:o of k = eo te nemen, tot 
de vergeiykiiig van den ia het vijfde geval gevonden* cirkel moet 
kannen komen. 

Stelt men alzoo in de vergelijking (8) n »~ — ea 
fiibffitneert jaen teyeni az=.nh, dan worde die vergelijking 

*~ Sin.n^ ' 

en neemt men nu ff=o', waardoor iSïft. iif>=«p woidt, dan 
komt -er 

k 

z—— of z^ = t. 

SubMtoeert men In de vergelijking rfz=»A, deelt men 
.vetvolgeni teller en noemer van haar tweede Ud door n, en ftelc 
men daan» m = o, zoo komt er almede 
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zoodat na de vergeiyking (33) uit elke der vergelijkingen (8) eo 
C175 is sfgeleid geworden. 

Heen» men eltidel^k in (30) ■=-^, dan wordt die ver- 



en üüt men nn hierin £ = o«, du komt er z = r, even ali te 
bei ^füe geval gevonden is. 



V1I<« OETAL. 



I — — 00, doch -^-^ eimJig. 

Voot dit genl xA men, in de formolen van het derde geval, 
flechu «=eo en k:=Q behoeven te flellen» als wanneer nk^a 

de vlerkuawortel nlt de dndige waiide van ~ — 

Stdc men In de vergeiyklttg (18) > don ^Indtmsni vfm' 

alle mogelQke wanden van 

p + «=o of p = --'»i C34) 

b^een de polaire vergelijking is van eenc rcgte lyn, wellK.» tdc, 
den ootQröng getrokken, mee' den oorTprong der hoeken eenen 
hóek » maakt. Maar In de vergdiJUng (18) kan z geene poGtfevé 
of negadeve waaide groocer dan a hebben, zonder tot oi&eftatn- 
bare vormen aanleiding ce geven. Derhalve is in dit geval de 

U-. DiRt, l» Stoi. E loop- 



4& . S. VAN a.LANK£K,. 

loopban cene legte Ign O A (Flg. bo), vrelbe door den ooiqiRMig 
O giu t en zteb aan weènzUden vsn dia oocfprong fledm tot op 
eeoen sfBand OA = tf nltbi^ 

Voor eene ondndig gtoote vaaide m« it derbitve 
geven de foimalen (so) en (si)» '^'X" ii=ea,ifc=o eO 
ce flemen « 

;^=i/3w[^-^], . , . , (35) 

en rai^. 1^ = 0 CsO 

Deze vergelijlungea bevestigen , dat de loopbaan eene regte I^a 
it, welke zich aan weerszijden van den oorfprong eer lengce a 
okbreidu Wanc daar -f nandvastlg otil is, b de beweging aldjd 
Tolgeoi den voerftraal gerigi; ceririjl voor de Tnelbeid 

«■baOaubiar wordt. Wanneer hec ligchaam zich van bet middel- 
pnnt O der aanirekkende kracht verwijdert, zal blijkens de fonnule 
(35) deszelfs Tnelheid afnemen, tot dat die Tnelheid, op den 
afllaod O A = d, nul wordt, Is verder OD = z, dan blijkt alt 
de formule (35) almede, door tevens op de vroeger gevondene 
formule (28) acht te geven , dat bet vierkant der fneiheid in hec 
punt B gelijk is aan het vierkant der fneiheid in den cirkel, die 
OB tot Qtaai beefï, verminden met b^c vlerkancvui de fnelhdd 
in den ciricd* die OA tot Itml heeft. 

Begint bet Ugcbaam in hec pnoc A, éata de weiUng der onder- 
ftdde aUddpmtriMcbt, vrUaqfk te viUai> du zal door de 
▼OBemUng (35-}» in elk poiic, de fbelheid der dolende bewe^ 
wordea augegevnk Daar na de tf]d no düeo vat in hec alge- 
meen U' 

Aw 'Tiadc men hlemte Kgteiyk 

of, de Aielbrid in den dtkel» die «a tot ftraal bedt| door e 
voufteUendei dt wtnneer voligeni (a$> «sc Ii; 

Door 



I 
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Door blerio < = o te nemen, vtndc in«nt TOOI den 4^ Vtn 
den TTjlen nl door den tflUnd 0A = <>, 



Tm»«" «STAL. 

» . . . I — aw»* . 
I — a'« ƒ * = — 00 , J? = 4- 00 , doen etiiaig. 

Voot dit geval zal men^ In de fonnnlen van het tweede geval, 
«=« eiiit=:o moeten (lellen, ali vanneer st = tf eindig xal 
wesea Se vergelQkingen C^a')y (14^ en (15) gaan bietdoor 
over bt 

^+•=0 of p = — «, .... C37) 

^=I^«"U4+ iïl' ■ ■ • • 

en 7Wi«$.4'=:oi , C39> 

konneode alsmi z van o af tot in hec oneind^ eaiigro^«i. 

He< ligchaam doorloopt dns wederom eene regte lyn OA (Ptg. so^ 
welke door den oorfprong O i« genokken, mtar mi tot In bit 
oneindige voortloopt, 

Is wederom OA = a en OB = z, dan 'a hei vierkant der 
Tnelhcid in hst punt B gelijk aan bel vierkant der fnelheid in den 
cirkel, die O ü tot ftraal heeft, vermeerderd met bet vierkant der 
fnelheid ia den cirkel, die OA tol ftraal lieeFc, 

Wanneer het ligchaam zich van den oorfproiig verwijdert, neemt 
deszelfs Tnelbeid wederom af, tot dat, op een' oneindigen afftand, 
de fndbeid Qandvutig woidt* «n alidan gelijk ia m de Tnelbeid 
in den eiikel, die a tot Araal beeft. 



Het ii, na bet veibasddde, niet no^elUk den vorm der 
loopbaan te bepalen, wanneer b^end zijn; de boe^ootbeU der 

middel. 
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mlddelpnouluacbt, benevens de roelbeld en de rigdng der aanvan- 
kelijke beweging van bet ligcbum, op eenen g^evenen aOhnd 
van bet middelpunt van aantrekking. 

Ztf O CFig. si) bet middelpunt van aantrekking; Iaat bet llgcbaan 
zich in A, op den afliand O A=:r van dat middelpunt^ bevinden, 
en aldaar eene (tieltield v h^ben In eene rigtbig, velke met OA 
eenen boek ^ maakt. Laat verder alt' bekend worden aangenomen, 
du eéa ligchaam door de mlddelpnntiknchr> op den afltand OA=:r, 
lo eenen cirkel rondgevoerd wordende, eene ftietheld c hebbe; 
dat I* met andere wocftdeoi indien, het ligchaam zich in A bevin- 
dende, de verfnellbig der middelponiskracht C is, fielle men 
Alsdan hebben wij, ter bepaling der Tcaadvastige . 
grootbeden: , 



»» r* Sin.'* g. ~ A * 

Sin.' B — £* 
I — aiWS»=: : — = + ; 

terwijl , zoo als wij reeds meermalen hebben opgemerkt , • bepaald 
worde iloor cie keuze van den oorfproiig der hoeken. 

De rigting der aaiivaiikelijke bewegiri!,' van iiot ligciinara Hrekt 
zich uic in tie rigciiig van ilon vocrlhaal O A , of maaki met dien * 
■ voerfcrail eenen regteti, fcliLTiien uf llonipet) hoek.- Wij Kiillea 
elk dezer gevallen af/onderlijk btfcliouwcn, ten einde op eene 
beknopte wijze te kunnen anncoonen, hoe de vorm der loopbaan 
van de aanvaokeiyke fnelfaeld afbangc. 

De rigting der aanvankelijia iewtging in de rig/iHg 
van den voerjlraal. 
De hcv/c-iiig gefchicdt nu in de regte HJn OA. Hietby kunnen 
drie gevallen plaaw hebben. 

Ten eerfit , v ^e. In dit geval wordt de grootfte afHand * op 
welken bet ligcbaam zich van het middelpunt van aantrekking 

verwijdert, door ^^-^f^y,^ «icgedrabt. 
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eeoen onefadlgen afltand nn den oorf^ng, en ii aldau detzelfi 
nKlbdd tad. 

Tm Ard», vyc- Ook in dit geval gut het l^cbaim tot in 
het ODdndlge voort, mm zal bet op eenen ondodlgen aflhnd ds 
fiwlbdd V(v* — e*) verkrijgea 

De rigting dtr aanvankelijk» beweging hiirtgt 
op den voerjlraal. 
Ook hiei beeft men diie gevallen te onderTcheiden. 

Te» »erjl«. v=.e. In dit geval beweegt bet ligcbaim ia een' 
ciritd; en behoudt diaiby flaodnutig de oofQifonke}j}ke Ibelfadd, 

Tem twe»é«. vye. In dit geval wordt de loopbaan door de 
vergeiykiDg (ii) voorgefteld; zijnde O A 'de ootfpfong der hoe- 
ken, en s-=^r. 

Tem éerJê. r<£. In dit geval wordt de lot^baan door de 
TergelQUng (^a) voorgefteld; zijnde wederom OA de oorl^tong 
der boeken» en a=r; 

JDe rigtine der aanvamktl^ke itweging .tmaakt met de» 
roerfiraal eenem feherfem ef fiempen hesk. 

Hier heefc men vijf gevallen ce onderfcheiden. 

7V« eerfie, v—c. De loopbaan wordt nu door de vergelijlting 
(34) voorgefteld. Neemt men O A =r lot oocfprong der hoeken 
ain, dan moet in die ve^elUking, voDr.^ = o, z = r worden; 
waardoor zi] woedt z = r-«"v. 

Te» tweede , v Sïfi. fi=:c. De loopbnan wordt nu voorgefteld 
door de vergelijking (30). Daarin is dan kz=rTarig.0, en zoo 
men OA tot oorfprong der tioeken neemt 7'<M>f.|l, waardoor 
de vergeiyking b s + TMg. 11)='' Tang. fi. 

Tin derde. V SiH.fiye, De loopbaan wordt nn door de 

vetgeiakiDg (8) voorgefteld, Zyndetf = — ^.^p» _ 



E-s -7 = , eOt waoneet men OA = r tot oorfpronfe 

der hodtoi neemt, — — — 



Tot die geval bebooreo ook de meer bijzondere gevaOen 
en «=o; de loopban li In deze bdde gevdlen eene r^te ^n. 

Ttn vierde , v Sin. fi^c en c- De loopbaan wordt bUdh 

door de vergeHJkiDg ^ii) of C13) voorgefleld. In die vergelijking 

, . r|/Cc* -V* \/ (c*~v* Sin.* fi') 
1$ dan a= — — - > " = ? — * 

en, wanneer men OA = r tot oorfprong der hoeken aanneemt, 
.= _ mp. Los. + + ^ = .^(»-->-J8..-» 

Tenv^fde. v ^e. De loopbaan wordt In dit laatfle geval 
voorgelteld door de vergel^king (18} or (151). Daarin ft dan 
— ^>^C''* - y* ■^'w-' _ t/fa* -y' ■?<•»■' j9) 

l^Ci»-»-') vSin:^ • ™' 

wanneer men OA = r [01 oorfprong der hoeken neemt, «= 
t/C"*-*-') _ r Sin, fi 



-j-^ Nep. Log. 
XMp.Leg. 



|/ ff» _ y» f) — v Cos. 



V (£> — V» Sin.* ^) + V O)*. ^ 
Tot dit laatfce geval behoort ook het meer bijzondere fsso; 
de beweging gefchiedt dan volgent de regce Mjn A O. , 



Dï BIWEGIlIfi TM Wm TOL 01 ZUiniT , 

KltaSADMS OTIl 

DE WETTEN, VOLGESS WELKE EEN DRAAIJENDE RING, 
BOOK EESEN GROOTERES COSCENTRIEKEN VASTE» 
RING AANGETROKKEN WORDENDE, ZICH OH 
ZON mDDELPCNT BEWEEGT. 
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In de eenf» dar tOtteoKht^ptlijhe H^taUrvergaderatgm va» 
afgilooptna famgat^j w«td. Ut vBWuWag m^Tur qtnéh- 
beurt t da vtrMarmg gigBsm van da beme^agen van amen tol 
an% zljna ptaUf ga^h iSe it Ml vartktg cSar f^ergadariagm 
braeder ia vermeld. Zoo ah natatiHift ia, loaden £y *Ua ge- 
legenheid echter alleen de gronden aangeinesen warden, waarop 
de theorie van de bewegingen da» tol» hintslen. De t/teorie 
aelve, hel valiedïge be»'ij» 'der formiüent ü ta idtgebreid en 
ooh ta mgamkhald, om b^ mm mmdeiinge voordragt van 
1 '& 1{ uur varHaaiAaar la fnordan, Vs Inad daa^ê du» m^aan 
geachlen Medeleden thana onder 'eenan anderen vorm aan, ala 
aena Bijlage tot da TFii- en Natuurkundige Perbandelaigen 
de» Genootschap», Tevene is hierbij gevoegd de theorie der 
beiaagbig van eenen draaijenden ring om zijn middelpunt , 
wanneer dia ring door eenen grooteren, heiielfde middelpunt 
Itebbende, maar voelen ring, wordt aangelrokhen, Deie laatste 
theorie, waarvan in genoemde F'ergadering alechta mei een enlel 
woord geuHig ie gamaati, gaaft de ophamg eenar prijavraag, 
door bal Ganootachap het bmtat mtgaeebravan onder iV^. 4 in 
bet Jaar 18S2, doch die onbeantwoord ia gehUven. 

Da 



De tuavghgen d»r as van etatn tol, hamen oiu door aat^ 
êBltoumng em denkbeeld geven vaa de btipeging van de aa der 
aarde, die den Umggang der evennac/ils-punten ten gevolge 
heefti Everitoo sletnl ooi de beweging des kleinen rings zeer 
na overeen met de standeverandering van het vlak van den 
Equator in de ruimte, en lij ia daarom door Li fuci — Ezpo- 
sition da ^stéme da monde, Cliap, XIII y aangevoerd, met 
Jiet doel, om dm teruggang der evmnaaAte-puaten te verldaren- 
Den overeenkomet ia getida nog webug betend en toek Meer 
mertieaardig; het ei; mi; vergund, hierop pooral de aandacht te 
vetteen, omdat het een voorbeeld ia van het vetiand tusachen 
groole en, schijnbaar, kleine verechiJnseUn in de Natuur — ieta 
dat niet genoeg kan opgemerkt worden, — 

Ik heb hier aog elechia dit by te voegen , dat ih gemeend heb , 
het bem^e der -vtrgemtiagen (2), ($} en (S), achoan ik het unl. 
ab bekend had mogm aaanamen, eohter hier te hehouAn-, 
omdat daardoor ' het geheel meerder éénheid bekomt, aoadat 
latere, iSe er niet mede hekend mogten sgn,. het niet eldera 
behoeven na te xoeim. 

Anuterdaffl, dm 10^ Jung 184i7. 
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§ 1- 

Laat (FIg- i} Z'A de 'as van ecnen tol voordellen, CBD 
eene dooirnede, regcboeUg aan die as, dan znllen wlJ, cenvon- 
dighddtbalve, auuiemeti, du de tol alleen befiau nlt deie u en 
bet vlak BCD. De u zallen wy zonder zmarce ondecRellen, 
en VBB bet vlalCi dsc de mufieve ponten alleen aan den omtrek 
dea cirkels PCD gelegen zUn, zoodat onze col alleen belhan 
zal Dit eene onboigbare wiiicnndige l^n als «a» met eenen daaraan 
TaboDden maisieven dng, zonder dikte of breedte. 

Onderfiellen vooita* dat de pnnc A zondèr w^Wng op 
een tioiizontaal vlak msi, maar daarover slëc;kin voortbenegen, 
zoodai A een vast pnnc i^n zal, waarom het llgcbaam dei tols 
in alle mogelijke rigcingen vrfjelljk Ion wentelen. Dan ii de viaag, 
die wij willen oplosfeni deze: 

Welke beweging zal de tol aannemen (^*^» indien hem om de u 
A Z' eene zeer foelie drtaOende bewe^ng wordt gegeven, terwijl 
bij tevens san de werKIng der zwaartekracht onderworpen blijft? 

Brengen wij door A een stelsel van coönünaieii-üsfi;!!, zoo- 
danig, dat de as dec z' vertikaal en de asfen düF .v en y hori- 
zontaal zijn, dan kunnen wij i op elk oogenblik, de fnclbeid van 
eenlg pnnt P van den omtrek des cirkels CBD ontbonden ons 
TOorRellen In rigtingen evenwijdig aan die atfón. 

Zij de fneltaeid van P, 
evenwijdig aan de as A X . . . . S j 
evenwijdig aan de as A 7 . • . . S'' ^ 
evenwijdig aan de as A' Z .... 5"J 

wy 

> (*) Qm óa ge^lfcliteii beter te bepalen , wordt Uer allEeii een tgt 
genoemd, naar ll|t^^ biykt het, dat tot In { s dé fononleD geheel 
■Icemeen doorgun vbor elk ligchum, dit zich oa een vaat pant 
beweegt. 
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wg onderflelltin doe fhdbeden poGttcf, «ruineer de beweging 
vao bet punt zoodaidg Ii* dat het sich van deo oorlptoiig A. 
msr de drie rlgtlogeo rerw^iert» 

Dan zyn oagetwUfeld in eea volgend oogedilik de fbelhedai 
■na hec ptiot P geworden: 
evemmdig aandeuAX ....S-t-^Si 
ereoirijdjg nn de u AY .... S'-t-^S'( 
eveowQdIg aan de u AZ .... S"-)-jfS") 

Maar Indien bet misfieve punt P nlec aan den ring ware ver- 
bonden geweest, zoodnt hec geheel vrij in de ruimte zich had 
fcunnen bewegen, dHu zouilc het, io bet volgende oogeDblilc, 
niet deze faelheden gebail hebben, maar wel de volgende, te 

evenwijdig aan de as A X . . , , S J 
evenwijdig aan de as AY .... S' ï 
evenwijdig aan de as A Z . . . . S" — ff tf ** 

Zijnde g de dubbele ruimte, welke een vry vallend Ugcbtam 
in de ecrfle Tecondc van deszelfs val doorloopt. 

Daar nu P, door den zamenhang der deelen, gedwongen Is 
om van de vdje beweging af ce wijiteu, zoo oniilaat hieruit eene 
druiiking, welke hec punt P van het geheele ligcbiam onder- 
vindt; en deze drukking zal evenredig zijn: 
in de rigiing AX aan . CS + ? S) — S = JS; 
in de rigting A Y aan . CS' + 3S') — S' = JS't 
inderigtiDg AZaan . (S"+?S") — CS"-e^O =^?S"+g;f/. 

Vermenigvuldigt men deze diScrcncialeu mee de masfa m van 
het pnnc P, dan vindt men voor de genoemde drukkiogen lelve 
de volgende waarden, te weten: 

biderlgdngAX . . . MjTSt 
In de rigting AY . . . «^S'; 
inderigüDgAZ . . . avjfS" + gfV^/. 

Elk der punten P van den ring B C D geven aanleidbig tot 
dezelfde redenering, en dni ook rot deztifHe fonnnl» vooi de 
dmkUngen, die xU vtn bet eeoe oc^eobllk tot bet andere ' onder- 
vinden van bet llgchum, wsirain zij te zimen vetbonden 3^0. 
Men ziet dn>, dit er onder de beweging dnikidagen op «He 
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pDDteOi mnoU liet Ijgcbuia bcAnti moetot platu hebben; 
mee andere woorden, dat er In het llgcbnm kiacbten verkzaun 
^n, dJe hetzelve toDdea Teibrekeo» btdten ,de zamcDhii^ der 
deelen dit idet belette. Het ii echter Uw, dit il die drak- 
klDgen geeu beweging «n het gehecle ligchnun knoDeo 'mede- 
deden, daar ande» In het volgende oogenblik de fiwlheden vtn 
F nfn meer S + JfS* S'+JTS'* 5"-)-DS" zonden t^, hetgeen 
t^en de onderOeUiiig b. DtB dmkklngen dna, te zamoi gnomen 
over het geheele lïgcfaunt, moeten onderlliig eremwigt nnken. 
Wy knnnen alzoo oodeifiellen, dit op al de punten P vin den ring 
dirie krachten, M(fS, »3S' en m^y-^mg^tt weiten , en 
de Toorwaarden zoeken, waaraan die bacbten voldoen moeteni 
oo evenirigt te maken. 

De zes bekende algeneene voorwaudcn via hec evenwigt 
mifchea eeidge knchten, die op een llgcbiam werken, herleiden 
zich in ons geval, waubf] een vut pani A onderlteld la, tot 
flecb» drie. te weten, dac de drie aommen der momenten ten 
opz^ derdiie atftn AX, AY en AZ elk'geigkfW/moetenzUn. 

Het moment, dat alt dt kracht, {n het pnnt P werkende, ont- 
Otat, om den tol te doen dtaaijen om de u AZ, ft bq, li<t Uk 



xatfS' —ymSS = it- 
Waarvoor vrü fbhrttveo kunnen: 

Want, dan dp flielbeU geigfe li aan den argelegdeo weg , gedeeld 
door dea Mld, zoo Is 

S = |ilen 

en mitsdien 

Zy m (Fig. s) f de projectie vin het pnnt P op het vlak der 
sf, de pn^eoie van datzeUÜe pnnt na een oogenbllk d', dan 
b /f = 7* en^f* SB Hy. Trekken wU d* lynen of voer- 
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finleo eo A^S'd>i> ondhat bet dilehoeIt}e hpf t wstmnhec 
bekend it* dit de oppervlakte uitgedrukt woldt door 

dos bekomen wy 

"C-S'-J-S) = 

" = ^"'»(rl) 

Daar nu V het vlak, of ferk. is, door den voerftraal in eenen 
zekeren liJd doorlnopen, en ?V do dilTereniiaal van di: perk, zoo 
volgt, dal hei moment van de kracht , welke het punt P van het 
d^ne oogenblik op hcE andere uiioefenc, om den tol te doen 
itraaijen oni de as A Z , gelijk is aan de tweede differentiaal van het 
peik, bcfclirevcn door den voetftiaal A^, gedeeld door de diffe- 
reniiaal van den t^d, en vermenigvuldigd met tweemaal de mufa 
van hel ptinC P. 

De fom dezer momenten van alle punten P gelijk m/ moetende 
2ijn, zoo verkrijgen wij hierdoor de vcrgeiyblng 

=.«ï(0)=o ... (n; 

Het diferenttut ceekeo Z heefï hier betrekUng tot de verrode- 
rlDgen, die Ai Au /^/voomllen; \tx ioniii»tle> of Integnalteeken 
s'hedï beirekkbv tot de verfchlllende panten F enz., die op 
den omnelc van den ring gelegen ^n; daaiom !■ het.dAldeEUk» 
dat dese ceekeu dkonder niet te niet doen. 

Het momenti du de kracht in P voortbrengt, om bet Ifgchiam 
rondom de as AY te bewegen, is 

sijttZf Jftttttfi—z Ci»3S) 
= iw(*JS'' — *;fS) + = tk!. 

Wanneer weder r de projectie van het pnnt P op het vlak sz 
Is C^>S* 3)1 ''' de pro}ect^ van dat pnnt in een volgend oogen- 
blik; zoo wij ook weder de voerdraleD Ar en Ar' trekken, en 
bet driehoekje Ar/ JTV noemen, dan vinden w^, op dezelfde 
w^ze b1( bovén: 

3*' = a»»;f(|^'^ + ««f3/ . . . . C3> 

Dat 
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Dat is: bet moment der kracht, welke het punt P, van het ecne 
ooRcnblik op het andere uitoefent, om den tol om de as AY te 
draaijen, is gelijk aan de tweede dilFereniiaal van hec petk, be- 
fchreven duor de projectie Ar van den voertlraal AP (Fig. 1) op 
fiet vlak xz, gedeeld door de difTcientiaal van den tijd eu vcr< 
menigvuldigd met tweemalen de majfa van het punt P; vetmcet> 
derd nog met bet product dezer zelfde mailki de ordfan» s ea&t 
diSérentiaal der fnelbeld van een vrQ vallend ligchiam. 

De fotB dezer momenten ten opzigte der as A Y van alle pnnten ' 
P gsiyk ttul moetende zijn, zoo bekomen wij 

oP. waoDcer wIJ opmerken, dat sm x, — dat Is, de Tom der 
masA'i «r, elk vermenigvaldlgd met de ordinaat x,' — blijkbaar 
' gel^k is aan de geheele masfa M des tols, vcnnenigvuldigd met de 
ordinaat X van liét zwaartepunt B: 

B^?f|^)+iMX£;f/=:o . . . co- 
Eindelijk, wanneer wij op dezelfde wijze fchtijven: 

zoodat V" het perk voorflelt, bcfchreven dooi de projectie van 

den voerftraal AP op het vlak yz, komt er 

ï'"3'(j-f) + iMYïyi = o. . . Cs). 

waarbij Y de coördinaat vad bet zwaarie-middelpiinc B is. 

Deze drie vergellJUogen (s), (4) en (5^ bevatten «I de wetten 
van beweging van bee ligchaam des tolt om hetri>nnc A. 

S3. 

De vergelijkiDg (a) kan, ten opzigte van den itjd, dat is» met 
betrekking tot het difierentlaalteeken Zt lerflond geTotegreerd wor- 
den. 2^ A eene ftmdvaiflge grootheid , dan bekomen 

-?^ = ^ <«• 

F 3 - En, 
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£Dr BOgma^ lot^grereDde, de ioccgnol.met t =so asDvtngeDdiiv 
XnV = A/ (» 

H!enilc volgt, dit, boednifg oofc de beweging det toli zQn nugr 
ildjd de fam ésr ferktm, beTciiTeveD door de prc^ecil^o der voer» 
flnlen om bet, pont A op bet borlzontale vlak, elk venondg- 
TUldigd met de nuift bet pont, waartoe de voerftrai] beboort» 
Wêmrettig ssm Jem t$d z^it zal; of, aoderi gezegd, Tofgei» 
(jS)t de fba van de differenciflal quocieDcen der voornoemde perken 
ten opzigte van den üjd, vennenigvuldlgd mee de masA'a der 
punten P, zat altyd eeae ftandvascige grootheid (A) zijn. Men 
noemt deze fïelling: het grondèeginfel van de fiaadvattigheid 
der perken {Ie principe de la conservatioa dei airet"). Het- 
zelve gaat door, welke gedaante, regelmatig of onregelmatig, het 
diaaijende ligchaam mag hebben; want tot nu toe bebbca wij in 
onze redenering geene bepaalde gedaante van den tol vooronderfteld. 

Uil dit grondbeginfel volgt reeds, dat een draaijende tol on- 
mogelijk kan vallen, zonder dat de as zich voortdurend in een 
ander vertikaal vlak plaatat. Want het is ligt te zien, dat, indien 
de tol, om zijns aj wentelende, zoude onderllcld worden nedei 
te ftorten, op dezelfde wijze als bijv. een ftok nedervali, wanneer 
men dien op de pnnt zet en loslaat) zoodat de as onder bec 

vallen in hetzelfde vertikale vlak blijft, dac dan de fom ^JX^/ 
zonde moeten verminderen, hetgeen onmogelijk Ia. 

De b^e vetgeiykingen (4) en Cs) kamen niet, «even ali (s), 
lerftond gelntegreeid worden t men kan (lecbta fcbrijven, A' en 
A" twee fiindvaitige grootbeden zt)nde: 

ï»^=A'-iMeXXSï 

. . • m- 

Z«^=A''-éMff/Y3/ 

Wflaniit men ziet» dat de fom der petken, door de projectiën der 
voerflralen op een vertikaal vlak (det van xz of^ z) om het punt 
A befchreven, vermenigvuldigd met de massa's der punten P, 
niet evenredig aan den t^d Is. - De vergelijkingen (8) voeren tot 
de beweging eent zamengeltelden flingers, wanneer men geeoe 

■ wen- 
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veotdiDg om de ■> AZ' ondctllelt, of ook, «tnneai D«n de 
gebede mac^ vm 4cd tol In die u vaeenlgd denkt, 

tnonen tan de vergelijkingen (4) eo (5) in het algemeen 
nog eeoe tndere gedaante geven. Laat daartoe (Fig. 1) AK en 
BK' twee l(]iien 2Un, dooi A eD Q evenwijdig getrokken aan de 
lijn van doorfnljding der vlakken AX Y eo fi C D. Zij de boek 
K A X ^ , en flellen wij ons een vertikaal vlak voor , dat door 
de lijn AS gaat, bec vlak ZAK. Dan merken wij vooreerst op, 
dat, indien de projectiën der perken door de voertlralen berchre- 
ven, — becgecn bc[zelfiie is, alï de perken door de projectiën 
der voerfirslen berciireven , — op de vlakken ZAK en Z A Z' be- 
kend zijn, men ligrelijk die op de vlakken ZAX en ZAY bekomt. 
Zij, om dit aan te wijzen, A'Z K CFig.4) een spherische driehoek, 
roet de drie zijden elk van 53°. Laat V een gedeelte van zeker 
vlak AC D E zijn, gaande door het middelpunt A des bols; C en, 
E de hoekeo, die dit vlak met de vljd^en ZA,' en ZK maakt, 
en D = ZDC de hoek, die datzeliae vlak met het vlak ZAX 
mukt, en zij 

V, de projectie van het perk V op het vlak ZA', 
V, > * V ■ ZK, 

V, » » V » ZX{ 

dan ift de hoekea C, D en £ (bherp flellende, 

V, = V Cet. C, Vb = V Cet. E, V, = V Cer. D. ,. 
Maar w^ hebben nit de (|>herirche driehoeksmeting, als de boeit 
SZX = ^ eo A'ZX = 90^'-<' is, 

Cet.D = — Cot. C JVff. 1^ -t- C^J. E Coi. 
dm ook V, 1= — V, Sh. lï- 4- Va (Sï/i^V*- 

Om de projectie op bet vlak ZAY tevioden, behoeven wtj 
flecbis <1r ia -~ go -i- ^ li veranderen. 

Zij dus M^Q de Tom der projectiSn van de perkjes door de 
voeiAralen, in het oogenblik 3** befcbreven op bet vlak Z A', 
eo M^Q' die rpm op het vlak . . . . ZK , 

elke pn^tle vennenlgvnldlgd met de maift «, dan It 

F 4 xmSV' 
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SmgV' = — M Ji«.*?Q + MCas.^JSQ', 

ZIJ tiog X' +Y'= O», 

dan is, in overeenftemming met Fig. i , 

X = ü ^ cn Y = — U Cos.4- 

Dat worden de vergelijkingen (4) cn (5) na 

^{Cos. ^ + J/«.^?Q'} = + igUCos.^^t'. 
Wanneer men de difFerendatién, in de eecfle leden dezer verge- 
lijkingen Dn 11 gewezen , werkelijk verrigti daarna de eerlle vergelijking 
met Cos. ™ tweede met Sin. vermcnigvutdiat , en de 
producten le zamen voegt; vervolgens de eerde vergelijking met 
Sin. 4' fi" tweede met Cos. ^ vermenigvuldigt, en het eerfte 
product van bet tweede aftrekt, zoo vindt men gemabiceiyk: 

BI . Ï-Q +ÏQ'»+ = iïUf} ■ ■ ■ ^' 

De ffaarile van uit de eerfte dezer vergelijkingen in de 
tweede ftellende, komt nog: 

wy bebben alzoo thans ter bepaling via de beweging dei tot» 
om tiet punt A, of ia bec algemeen van de beweging van ees 
ilgchaam om een vast punt, de drie volgende vergeiyUngen, 
waarbij voor de flandvajiige grootheid A, MA gefchreven it* en 
Xffi^V = MJO" is aangenomen: 

»?! _ . \ 



(tl). 



Q* rom van de producten , ontfiaande wanneet men de horizon- 
tale projectiën der perken, door de voerflralen van de punten 
P t>efcbreven, vermenigvuldigt met de betrelikelUl^e digchedm 
dier ponten, 

Q 
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Q fom der producicn, op dezelfde wijze gevormd, indien men 
de projectiè'D der perhen op een vercikaal vlsk necmc, dat doat 
hci vaste punr A en het zwaartepunt des lïgdiiianis gaar. 

Q' fom der producten van de projeciiën der perken en digl> 
heden, zoo [ót vlali van proj'icne een tweede veriikale vlak 
nomen wordt, regthockig aan her eerde. 

U afnand van de projectie van bet zwaarrepnac op het hotiio» 
vAi vlak tot liet vaice punt. 

~- snelheid van ventellng van de beide genoemde vertikale 

vlakken* om de vettikale lijn gaande door het vaiteptmt A. 

S 5. 

Om nader de beweging des cols ce leeren kennen , moeien nn de 

.waaiden der grooehedeo ~- , ^ en ~^ , In fnnctie van d« 

llieibdd van wenteling om de as AZ| en van de Itaelheden van da 
veiplaatüngen dier as in twee rigtingea, bepalen. Deze laatfte 
tigdngen kannen het gevoegelijkit zfln: eene veitikale 'en eeoe 
horizontale of liever azlmnthale. 

Laat door het zwaaitepnnt B C^Ig. i) des lols twee asfen, 
BX' en BY', regtboekig op elkander en op de as AZ' 
getrokken zijn^ welke asfen wij onveranderlUk in het llgchaaoi 
zelve van den tol ondernellen, en dni beweeglijk in de minte. 
De plaats van bet punt P wordt dan door twee verfcbilleode 
llebcl) van coördinaten aangewezen, als: 
1". door de reeds gebezigde coördinaten x, t ia de ruimte. 

3°, door de coöidlnacen x', y', in bet lig- 

cheam van den tol. 
Den ooifpTong van het tweede Ttclsel kiezen wij mede In A. 
- ZIJ verder: De overhelling van de as des toli, ZAZ'=^, 
AK en B K', evenwijdig aan de doorfnijding der vlakken xy en 
v r dat Is aan de ij/n der knooptn, 
X A K = +, 
X' B K' = ^, 
X'BP =». 

F 5 yoan» 
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Voor» AB = BP = f en i B AP = », en de ordi- 
mten van het punt B, als voren X, Y, Z, in de ruimte. Dan 
is bet 'met behulp der {i)herlfc)ie driehoeksmeting ligt [□ te zien, 
dat men heeft: 

Cot.€z = Cot.fit 

Cos. ffir = — Cot, + Sin. , 

Cos. Z^X = + Sin.^ Sttt. fi, 

Co/.y~ ï = + Cos.fi Co's.-^ Sia.9 -f Siii -p Cot.^A 
Cos.^S. = —Cos.^ Sia.-i' Sin.ip + Coj.^ Cos.ip,) 
Oij.lFz = + Sin.fi Cos (9, 
Coi.'PSL = + Cos.fi Cos ^ CM.p -- Sin,^ Sin,^, 
Cfer.TPX = —Cos.fi Sia.'^ Cos.ip — Cos."^ Sin.9. 
Btlgevolg iï X = + Sin.fi Sio.'Pt 
Y = — a Sin.fi Cos.^, 
Z = + a Cos. fi. 
j» SS ** ^~-Gft,fi Sid.^ Sin.p + Cos.-^ C0S.9), 
/ (-.Cot.fi Sln,-^ Cai.f — Cot.^ Sin.p^t 

y = X' Cot.fi Cos.-^ Stii.9 + ^m.-^ Cst.9')* 
+ C+ Cot-fi Cos.9 — Si».'^ SiH.p^f 
+ £ C—Sin. fi Cet ^"y. 
£ = «' (^Sin.fi Si». 9^ + / (Sia.fi Cot-p') ^ t Cöi.fii 
of, w«no«t men :^ = rCot.k,y = rSin.x, t' =ia neemt: 
MSSrC:— Cot.fi Sin.'^ J-iw.CA + p) + Cos.^ Ö!/.(A+pj) 

4- a Sin.fi Sia.'P, 
y = r(+ Cos.fiCos.-^ ^;fl.(A + ï5)+ -S/m-^- Có*.(*+rt) 

-— a Sin.? Cos.-\', 
z = r{_Sin,fi ifiH.(A + (B)) + a Cos.fi. 
Door dlffêrendêring vindt men nït deze Isatfle citdmfckmgen , 
wanneer fi, ^ en p veranderen, de waarden van ^x, ^y, ^z. 
«n vervolgens i — V^*)» JC*3fa — 2^*) en i(jSz 
— zty)y of èfV, (fV en ^V". Daot evenwel het bedrag der 
piojeciiën. behalve op het horlzoDtale vlsk, op de vlakken ZAZ' 
en ZA'K' gezocht wordt, zoo kin men aamiemei], dat de AX 
net AK overeenfteDt, en int Oaet liec dod om en ^Q* te 

vin* 
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Vinden) na da 4if«renU'érins van x,y, z, +==oIlelleB 

Laat Xo, jTo en Xo de waarden van x, ft *, l^jn. ala AXmet 
AK voor een oogenblïlc overeenrtemc , dan is 
Xo = r Cos. (a + p), jr O = Cu*. P Sin. (.A+ p) — a SiH.fi, 
Zo = rSiii.fi Si».(x-i-p') + a Cos.fi. 
gxo = ~rSin.(_x+^)iif—CrCoi.fiSia.[Ji+9>)—aSin.fi^^^y 
+ r Coj. fi Cos. ix+9)^f + r Cos. (*+ 
— CSin.fi Jm. (* + ?>) + O Oi/.^) 
= r iS'tfl.^ C()j. (A -{- f3 ^9 + C ^ (A-l- 7) 

— Sfi, 

^fi is nu de verandering van den ftand der as AZ' In een 

veicikaal vlak. 

de veiandering vn dien fiand in etae horizontale faling, 
of liever de venoiderliig der a> in AzfannA. 
^ ii, mnneer ^ ftaDdvstrig onderfteld woidc, de rneltadd yaa 

wenielbig da tolt. 
Meemc men no in samnerUng* du voor de muiï » nn een 
pont P gefidnreven kon worden M*— (f): vermenigvaldigt 



(*} Viót het dlffetentiErea ksn niet ip=ïo ecnomen worden, 
want op die w^zb zoude de hoek geheel verdw^ocn , ca daarmede 
xonde Mngenomen i1]b, d»t de lijii AK eeno Kand^anige rigting 
bcUeldi hetgeen geheel cnjnisc sonde z^n. Thans cvcdwcI tekent 
■Den, aliof toevallig ^ oneindig klein was; alsof men do as AX 
Juist 200 in de rigcing AK geftcld lud. 

Cn Ingeval men zich niet beperkt tot de ondetflclliug vin eeoen 
eokelvoudigen mufieven ciikcl-omCrelE als ting, nuu ia liet ■leemBon 
MS geigUaclillg Ügeluam aanneemt, dan wordt 
m _ Sa. r^r. 3-1 

1m du Uceliaam, mo de tot, «onomwenEcUngf-UscIunm» daalt 

SfSargr^ air ^ JVa JVï, jTI^Ï ^ 
Bepaalt men ilch alleen tot eenen platten ilng, ter dikts vu ta, 
dlQ komt 

m _ rjir Jfl rj r ïfl 

aïadt r ta K d« kldaft» ta pootfte finl«n van dlea ring. 
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men dm de wtfliden der nicdtukkingen ^ (xo Syo — cf^o) t 

du van elk derzelve de fom voor ille pamen 'du heet: 
neemt men de iategrelen een opzigte van Aj'van o rat str, dan 
komt- ten laatfle: 

S6. 

Men kan de uitdrukkingen Z Q ook nog op de volgende wijze 
vinden, waarbij elke der bewegingen afzonderlijk iu berchouwing 
genomen worden. 

' op een zeker oogenblik — ^ Taelheid van omwenteling 

om de SS AZ'> terwyi wy overigens de a in rust denken. Be- 
fcbtijven wy om A als middelpunt eenen bol mei ccnen (fraai 
AP=R, dan ligc de omtrek van den cirkel BCD C^ig. i) 
geheel in dc oppervlakte van dien bol. Laat Z en X (Fig. 5) de 
pnnteo zijn, waar de^asfen AZ cn AX hcc oppervlak des bols 
ontmoeten; 2' waar dit de as AZ' des lois doet, en brengen wij 
door Z en Z' het vertikalc vlak Z Z' A'. 

Laat P een punt van den rhig zijn , dat zich , in bet oogeabUk 
St, van P naar P' beweegt, dan is PZ'P' = 3^- 

Ver- 

In dit laititc Ecvil moeten kIioo dc niidrakklngcn c^Qi !^Q' 

nog met r votmcnigvuldiEd , nagmails tnsfchcn de grenzen ren R. 
geïntegreerd ca dan door ^(R.'— J-'J gedeeld worden. Dit doende 
xil men virdco , d»c ia die uiidtukkinecn flcclita r' door j (R' 
moet vervingen worden, ooi voor den plicccn riog te dienen. 

Om verder 3 Q" , 3^ Q en 3 Q' voor het ligchitm. oen» rola t« 
vinden, moeten deae oitdrslckinien vedet met (R.*— ver- 
BenigTuldigd cn tea opsigt* vin a gelntegnerd wcndeni WM1I4I 
din H. en r ftanctitn Tan a Ten lutfi* UHt dan door 

*r(lï.*— r*]!f <; gedeeld wotden. 
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Verder ts 

ZAZ' (Fig. O = BoosZT (Fig. 5) = />, 
Z'A P (Fig. O = Z' P (Fig. 5) — «. 
d = R. Cbr.M, r = R. if».*. 
De projectie van den flnd AP op bet vlak der s y sal nn 
lUn» rolfens Fig. ^, RiErff.ZP. Winoeer P in P' gekomea Ia,. 
Iieerc deze prc^eetle een boogfe ff' = PZP' = SZ op bet 
horizontale vlak befchteveni dni wordt roór bef pnnc P 

ÏV = iR»J'«.,« Z.P . ÏZ, 
z^Dde CCZP = Z; zt| ook nu GZ'V = X, GZ'V = X^SPf 
dao ii, vo1|eDi de rpherlftbe drieboeksiBcting: 

Sin. Z . Sin- ZP — tf^ m Sin, a; 
at Z— * + * *^"'' ■ **, 

Door Ciir, Z te (''fliTcniic^rci), aHivii ^ h[eii;le veranderen, en 
= tL- ad-:.;, vurvol.:; , ]n d>; likkwnst , « » 

door de eerfte vergelijking te elimineren, vindt men ÜËtelijk: 

cf V ;= i R". JIp Ciu. ^ Sitt.*Cas.a Sin.fi Coi.jij^. 



er dan de Intesraal van tusfchen de grunziin o en 1 r, een opzigte 
van de veranderlijke grootheid x . dan komt 

of ^ . ifp= CöjiB . 

Dit is liet gedeelte van de Tom der prujeciiêi) op het horizontale 
vlak , dat ontdaat uit dc. wentding om de as A7,' , wanneer deze 
(lil flaat. 

Indien wij op dezelfde wijze de fom der projeciiën, uil 4tza 
wettteiing oniflaaiide, of van afhangende, zoeken op het vlak 
ZAK, dan is hei li&t te zieü. dat het rcfultaat hetzeifile zijn zal, 
als wanneer wy i" bovcnftaaude uitdrukking fi ot 7,Z' \v go" — fi 
of A'Z' Tcfwdereo. zollen dus ook bebbea 

G ÏQ' 
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BodemiE, daar c in hec vlak ZA' zelve ligt, en dui de pool 



■na dit vlak 90^ van Z' verwtlderd ia, zoo moet» om ^ . Jff 



worden. WIJ iKkomen dus 

Befchouwen wij nu eene verplaaifing vao de u AZ', soodamg, 
dat ZZ' of p flandvas[ig blijfc. 

In dit gevol worde de gcheole cirkel als het ware over den bol 
verrchovcn, clct^ijze, dat voor elk punt P de verandering van 
den boek Z of dezelfcte blijft, lerwyi PZ flandvattig ii, 
V/Q hebben du(» ^fZ == ^-^ ftelleiide: 

<fV = iR»^(i.«PZ.?^ = i;f+R« O-Cm.'PZ), 
maar Cot. PZ = — Ou. a Sim. f Sin. » + Cot. Cos. «; 

du cfV = i2r->f'a* |i — Cet.''mCot.''^SiM.'mSim.'I^Cot.''X 
+ 1 SIn.K Cos.» Sin. ^ Cos.fi Cos- a|- 

VermenigvHldigt men weder deze nitdniklting met ^ ~ ^ ' 

memt er de Iniegtaai van nufcben de pensen o en s iti ten tip' 
xigte van A , zoo komt 

— iSia^" » Sin.' ^\ 
dat U : ^ SV=iH\a*^r» — a'Ces.'p — ir'' Sin.' 
— isj, 

De fom der projeciiën op het vlak ZAK, voortkomende nit de 
veipliatfing van de u det tol», in een kegelvlak om de 1^0 AZ 

(Fis. 



om m BEVBomo van usm tol, nz. 

(Pïg. i), kan uit de laaui^rondene nitdnikUog niec «onka 
afgeleid, omdat in de formuEe (Zie Fig. 5) . . . ; . 

voor leder punt P verfchiUeiid , en dus niet flandvasiig is. 

CNB. Het teekeo — is voor het tweede lid .geftdd, omdat op bec 
vlik Z K de perken pofuief zijn gerekend, ia de rigcing v*a 
naar Maar wij hebben 

Tung. A' = Taitg. ZP . Sia. Z, 
Waaruic, PZ ftandvas[ig zijnde, 

jA' = Tanë- Z P • C"'-' A' . Cfff . Z - ï'f', 
maar Coj. Z- Trf-if. Z P . 0<s. A' = Cot. A' Pi 
dus ? A' = Cos. A' C'/r. A' P . ;f 'J-, 
en ÏA' . JiB.» A'P=:tl)j.A' .««.A'P. Cw.A'P.iftï' 

sïa/.ZP.Cw.A'PrgV-i 



'41).ï,=_,.?-\u..c 



_-__.„ , Cet.ZV^^Cos.K'lt. 

: " ' . - ■■ 

Wederom Ci'j.A'P"= Cat.x Sin. » Cot.fi + CöJ.<^i^i^».^, 
Cot ZP = — C^i.Pi Jy».* J/ff-iS + (%<-«C0f.p; 

dus 

■ _ i . ^ . 11 « (Cm.' — Sin. ' $) Sin.» 'Cos.m Cqs.».. 

Nemende weder de fom van alle dergelijke oiidtnkkingen, van 
A = 0 tot A=:sw, komt 

= — iK^iCoj.'»- iSin.'»;} Sin.fi Cos.fi y 

of i% - -i(:i'-ir':>iia-fiC,orfiH- . 

Eindelijk, wat de fom der projectiên op l>« vlak ZA' betreft, 
r de w des tols, behouden* dezelfde beUing tot bet borl> 
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tcmtAt vfeft. verpIntK vordt* zoo ii h« lïgi te üm, du decs 
rom «s/moet z^n, omdot, bij de bedodde verplMtflne det cir- 
kels , eveo zoo vele perken van gelijke grootte , <v bet vlak Z A' 
nur' êene als naar eeae tegengrjielde rigiiog roawitieii. Wy 
faeteeir dm 

Mee betrekking tot eene beweging der as A Z' in het vertikale 
vlak ZA'. — welke oni nog te overwegen overblijft, — waarbij 
jS in ^ 4- veraodeit, heert men, om dezelfde rede als de Intit- 
vermcldc, te weten, dat et even zoo vele poCtieve als negatieve 

perken oniftaan: 

Om nu nog |^ te vinden, zoo laat uil P een loodregte boog 

op ZA' nedtrgelaien worden =/. don lï weder! 



9A 



» (I — Sin.' O , 



_ j ii_ . R,a (i _ Sin.' » Sin.' A). 
En dua, integrerende tuifcben de grenzen o ca ar, 
II .Sp = k3fi.(.&'-kK'Sin.^»), 

(NB. — moet hier pofitief zijo, omdat, ïn overeeDflemming 

ó fi 

met de Figuur i, als fi toeneeiDt, de ordinaten Z, boven de lijn 
AY, oük lotnemen.) 

Door de bijeenvoeging der afjonderiyk gevonden gedeeltelijke 
differenEialen voor # * ^ en ^, vtiidt men weder de vergemklageo (ta^* 
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De waarde van V^aSin^p en van uic (m) ïn de tweede 
vergeüjlting (11} gefield zijnde, geeft 

Waaruit, integrerende 

. = ..■'(- + i-KB-<^..). 

zijnde B eene ideawe toegevoegde aaodvnstige grooibeid. Wy 
faebben dut* deelende door ^ (d° -|- { r')> : 

Dit is de tweede geTncegreerde vergelijking van de beweging 
dei lols. 

Stellende nn, eenvoudiglieidshalve , u = si^^~^, dan komt: 

1'. volgen» de eerde vergeiyklngen (11) sn (lO. volgens de 
derde vergelijking (la), en 3'. volgens de derde vergelijking Qn} 
en de tweede vergelijking (la): 

u=r' Sin. j è r»:) Sin. P Cot. ff , 

Ifienüt volgt: 

hSia.'fi — uCot.fi = J*"') Sf'f-P * rl^V 

du hSh.p — uCöt.p = '.Sï!*.^ . 

ca ASim.ft3fi — mCot.fiZfi-^SiH.fiia 

G 3 Ib* 



of 
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Inc^eiende, komc ^ 

— ACoj.^ + C = uSin p, 

C — ACos.fi 

" Sin. (9 ' 



. ir=*-- sin,fi • ' ' <^'*>' 

DIc is de derde geTncegrecrde vergelijking, waarvin C de toe- 
gevoegde liandvasiige gtootbeld voorftelt. 
Uit 00 de waarde van 3^» volgt nu 

1 A — C CflJ. ^ 

en verder, volgens de uitdrukliing die nan A gelijk is: 

, 1 A — C Cos.fi 

-a' + ir» Sin.<^fi 
WU liebben alzoo, de gevonden formulen venamelende, en vow 
in (13) zifne waarde oit (14) fchr^vende: 

\SlJ <•■+!'■• Sin.' ■ / 

Deze drie formnlra geven de drie fnelheden van beweging in 
fancüe van den hoefc van de u des lois mee de vertikale lijn, 
eo van drie toegevoegde ftaQdnitlge grooiheden. Om volkomen 

de 
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de ftelllng van den lol ic kutmen aanwijzen, woideti er nog drie 
ÏDiegraiiën gevorderd, waarbij dan ook rog drie nieuwe liandvasiige 
grootheden ingevoerd moeien worden. De laatüe vergelijking geeft 
ft in functie van den tijd, ea daaroa worden dan ook ^ en ^ in 
fimciie van dea (t}d gevonden. 

§8. 

De gerondene vergetOkhigea ^n reeds volkomeo ntdoende* om 
Tm de utnnr dec beweging een toli een denkbeeld te geven, 
waania eene bemderende Integratie diet TeigdiJUogen- gemald 
keiyk zal Tallen. Om dit te doen den, nllen eent de 
waarde der (hudvaiEige toegeroegde grootheden beptleo. 7^ daar- 
coe gegeven, dai op bet oogeoblik van bet begin der bev^Iog, 
lil 7'=;o nngenomen woidl, bet vtdgeode plaats he^r ' 

1*. De wentelende beweging om de a* AZ' . . 
. &*. De hoekfiidbeld van de pttqectie der a« A Z' 

op het borizoniile vlak ; o. 

3*. De boeUbeiheid der a* io eene vntlkale 

• • • ■ <^^=°- 

4,\ De muAe vis de oveihelKilg ^ der u , . . , =fi' 
Dan vindt men: 

A = r'.f.Csi.f, 

B =a>s.f + ƒ ƒ' . . ■ Sln.'f. 

C = r'p. 
Hierdoor venDderen de vergeiyklngcn (15) in; 

_ Cos. p- — Coj.fi 

yjtfv ^ r* f a{a*->rïr') Cos.p'—Cos.p') 

X iCet.ft' -Cet.fiy 
G 4 Men 
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Men ziet Dit de lastlte verfelijklng , dat, indien de aanvankelijke 
ftaelheid van draaijing p = o ware, dan de beweging des tols 
TDlkomen die van eenen dinger zoude wezen; lerwljl er dan 
ook'geerte wenteling van de as zoude kunnen ontftaan, omdat 

'° 87 ' 

De beweging van den tol zonde evenzoo die van eenen flinger 
zUOi alt r = o wai, dat ia, watnwer de gebeele maria in de u 
xonde TMeenlgd wezen. De vallende en fH^foende beweging 
konde dan ediier gepaatd gaan nut eeoe fiaodvagtige wemeling vao 
bei (HKindig dKnne ligchaam om de as, 

Waimeec noch f noch r geiyk nul ïa, maar vooral wanneet 
bdde, of één van beide» aamnerkeUlke waaiden bekomen, dan moet 
$ binnen kldae grenzen bellocen bl^vent wat», daar bH Nifte lid 
der laetfie vergeiykii^ een kwadraat Ii, zoo moet het tweede- lid 
(leeds yoGtief blijven, en hieruit volgen deze vooiwaatden, 
te weten f, 

Cot.» < 

r*p<- 

Ts nn ^, de unvankelijbe ftielfaekl van dnitJen, gel(|k dit bO 

hcE lollen bcc geval is, zeer grooc, zoo is ook fi binnm kleine 
grenzen hedoten. De as des tols kan dus wel een weinig tot den 
groiid iitigen, maar de overhelling knn niet voondurende ver- 
'meerdercn. 

Daar voorts Cos.fi' — Cot.fi poGtief moec blijven, zoo is ook 

aliijtl pofiticf. De lijn Mi , evenwijdig aan de doorfiiijding 

van liet vlak li C D mcït het liurizoiuale vink , verpljaisc ïicli ilus , bij 
den tol, in JizelfJe rïgtii:!^', als Je rijjciiig der wonttliiig om de as. 

Ka den aanvang der beweging, u-niuietr ~ o was, beginc 

dus de as naar hci horizoT)[a!e vlak ce neigen, en wei met e^e 

t s— ( 
tf/ 

, de aa AZ' begint om de venikale l^n AZ rond 
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te dr«meD. Spoedig bereitc nu ^ zijne grootRe wmde ea begint 

imo» te vennindereD , en eindelijk =0 ce worden, Jalsi op bet 

oogeobUk, «I5 de foclheid ^ hare grootfte waarde bereikt heeTt. 

De M Ik dn zoo ver gedaald, als zij dolen kan, en, in flede van 
verder te vailen/' beweegt zich met de graotlle flielhdd, die eQ 
kto uimeineiit In eene borlzoDtale rigdng voort. Dtze horixoi&le 
rDelbeid begint dadelijk daarop te vermiitdereD , de ■> begint wdQer 
te t^zatf en klimt tot de hoogte, van waar zij gekomeil Is, 

Deze hoogte berdkt ^ op het oogenblik, a)t ^ weder «ar/ 

wordt, waarna dezelfde bewegingen, in dezelfde volgorde, lUb 
weder herhalen. Deze bewegingen der as zijn afgebeeld in Fig. 6. 
Sullen wij nu a negsUef, dat heet, nemen w^ aan, dat het 

Qennpnni tovtm het zwaartepnnt gelegen U, dan kan 
volgendet w^ze gefchreven worden, te weten: 

X iCos.fi~Cos.fi''). 

Hieruit volgi, dat wij mi moeten hebben: 
Coi. y Coi. II' , 

Cos.p < Cot.iï -l- 2g •^-^tp±~~^ Sia.'fl. 
De aa blijft nu altijd hoogcr dan in den ccrtlen fland, bij dén 
aanvang der beweginj;; niaar kan zich toch iiiec verder dan Qe(At| 

' 3f 

gaticf geworden, cn o'c lijn van doorfiiijding van het vlak BC D 
met het liorizonialc vlal;, of de lijn der knoopon, beweegt zich 
teruggaaniie. Overigens zijn de omfiemiiglieden der beweging 
volkomen dezelfde, als in 'bel ccrile gevil. Ecu punt der iS, 
boven liet flcunpuiit, doorloopt nn eene opvolgende teeki kromme 
lijtien, als in Fig. 7 is voo^efteU. 

Was a = o, dat beet, wai het ftennpnnt in het zwaane-mlddel- 
G 5 panË, 
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pont, dan kin aan de laatlte der vergeltjklngen (i6) niet votdam 
worden, Eonder fi = fi^ te nemen. De ti bebondt alsdan eene 
flaodvutige Ael^i tegdtjk dit ook de lyn der knoopen In aeot 

onveranderde rigting bUJft, wam nu is qok ^ = o. 

Men kan zelfs = 90° nemen , zonder dat daarom de tol zal 
vallen; wsnc Hellende dan fi — p'Jf m — komt 

(1^) =.(.+,.-;\^ 

__ r' Tang.m 

3t ~^ ' a'+ir' ' Cot. m ' 

\rt) = c.»'+i^')' r — r'Tj' — • : 

zij , kortheCdabalve, ^ [""^ r=: eert klelm eetaf, 

dan moet siti. m 

i > I _ 5j„^ 

of I > (silt. • + ^'f • zlJ»' 

Daar im ^ een gnót getal ii» moet ook m fieeds blVva. 

en dna kon de u det colt ook mm wdolg van de boilzontale 
rigdng afwilkea. 
Zoo dnt B (Pig. fi) een ligchaani Is , dat om de u A 6 fnel 

rondwentelt, dan zal die as, alleen bi] A ondcrfleund wordende, 
toch niei veel van den hotizomalen flaiid afwijken. Daar vooru 
^J, 

_ in dit geval poticief blijft, zal de l^n der knoopen voortgaan 

S f 

zich in de rigiing van liet pijltje M te bewegen, dat is, die be- 
weging zal regtftreeks zijn, indien men aldus de rigting noemt, 
weike de beweging van I:et ligchaam B zoude votgcn, zoo men 
onderfteic, dat de as A B opgclicvcn en vertikaal geftcid werd, 
Onderfteii men echter het ligchaam B onder bet fteunpunt, en 
dns ^ > 900 , dan loopea werkel^k de bewegingen van bet lig- 
cfaaam en van de l^n der knoopen in cegengdïelde rigdng, fcboon 

1^ pofitief blöft. 

a* - SS' 
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GfiSD 1^ tbuu over tot eene benademide Integratie der fbnaalen 
(i6)* AI200 ^ va ff fieedi zeer ndnig verftblllen, zoo zy 
^ = jl' -{- f , dn ii ^ een kleine boog, wumn ecbier voor- 
eerst aog de tweede magt dienen In Mmnerking te nemen, mur de 
boogere magten konnen verwaarluozen. Alzoo ii 

Cot.gf — Cos.P'=fSin.?' ■^\f* Cos,? 

(— ssr?"} ='•' 

- dos wordt 

('')"=(f;)"=<ï=T%!'-'^'"-'+'''-'*'-'-'i. 

= ï;;^^|^[(W«-«»-(l-i'Q'«.«,'},' 
geinalishilve, = « f — '* 
HIenilt volgt! ï» = 



en f = ji; {i— Qi/.P' + Ojl 

£ ii de toegevoegde fbnidvBitlge glooibdd. 

WSJ befcomeo alzoo, (lelleode 
,==g . ïiiiliS „ . 

Men ziec uit deze uitdrukking, dat de dalende en rijzende be> 
weging der U in eene vercikale rigting , zeer na overeendemc met 
die van eenen llingcr. De tijd, waarin ecnc volle (lingering, -- 
eene daling vin den hoogden fhnd en eene daaropvolgende zing, — 
wordt volbragt ii de t^d, waarin it met 3&)* toeneemt. AU T 
deien tijd voorllelt, zoo li 

*T= 2W, 
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en T — — — - ■ --.——11=: 

• =^ (■+»(;)■) »>1>D> 

- it d« tUd eencr il^iAftf omwcDieliag van dea tol om cifne u, 
f 

met de aanvankelijke fnelheitl fi. Dus blijkc, dat de djd , waarin 
de as AZ' zakt eii weder rijsc, groocer is dan de duur eencr halve 

wemeling, en wel ce groorcr, naar gelang ^ grooter ii. Dair 

▼oons / net a toeneemt , zoo slet ineiii dat toot tollen dte hoog 
^n* de dalende en rijsende beweging deru zoowel uitgebreider 
ali langzamer zijn zal , dan voor lage tollen. Verder ziet men , ' 
dat met de abemjng van p en de toeneming van |>, de flingeringen 
der at grooter wordent iets dat, vddr het nedervallea der collén, 
zeer merkbaar wordt aan de waggelende beweging, die zij dan 
aannemen. 

Tiians verder de waarde van f en ^' verwaarloozénde, hebben 
wy f = i tSifi. p' — Cos. (i t+ c)) 

Coi. fi' — Cos.fi Cos. fi' — Cos. fi f Sta. fS f 

iT/fl." fi ~~ Sin.' + f) ~ Sin.' fi' " Sin.fi' 

dus wotdt = i ƒ/. . (^i—Cos.[it + e)\ 

Waaralt, integrerende i 

= § * . — fi^».(// + o|^ + CitW- .... 08> 

Deze formule geeft den fland van de lijn der knoopen voor iedet 
bepaald oogcabllk. Men ziet, dat de gemiJdtlde voortgang In 
den tijd — O gevonden wordt door de aitdrokkiiïg 

*-* 
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De knoc^flii-iyn verplutii zich dm langzamer, watitieer de 
fntlhtid van vtmieling groocer wordt. Eerfe geheele omwen* 
teling dezer lya worde gevondea door — so" te Tcellen, 
en dRinut (!'—/) te berekenen. ZIJ deze tijd ^T, dsD U 
^_ _ _4_T!__ 



met de fnelb^ f, z^ti, dan ti nog 

1- = ^ - - 
r ' a' %' 

Het It opmerkeigic, dat in deze eerfte benadering van T, p niet 
voorkomt. Hiemit volgt, dat de t{Id van wenteling der linoopen- 
lyn bljDB onafhankelijk van de overhelling /S der as Is. 

Wij kunnen thans de natuur der kromme lijnen Fig- <S en 7, 
door eenig' punc der as A 7.' bt-rehreven , rader leeren kennen. 
Scellen wij daarioe, eeiivouJiglieidshalve , de conHaiuen in de 
vergd ij kingen (17) en (18) gelijk nul, dan komt, verwaar- 
loozende, , — J ƒ ,S' (, _ C«. ( ï), 
= i J- C* / — Sin. i O- 

De boog door de itnoopen-lijn befchreven, is nu blijkbaar 
gelijk aan de verandering in A^imuth van de as des cols AZ', 
dat is, aau den boog dour het punt A' (Fig. 5) doorloopen. 
Dus berchriJTt het punt Z' in den tijd t den boog van eenea 
panllel- cirkel, niigedrukt door szi/ Sia.fi'. Z{] nu (PIg, 6) 
AP = x en PZ/=y, dan beeft moa 

d» « = i » Sin. fi' (,it+si».ith\ r,^. 

y = i» Siit.fi' Cl — Coi.if) I ' • 
Hieruit volgt, dat de kromme A Z' (Fig. 6) zeer nab^ de gewone 
cycloïde is> JieTcbreven op de oppervlakte van eenen bol, z(]nde 
itSln.fi' de ndtus den befcbt^veDdra cirkel dez<r cyclokle* 
ali de radius dei bolt 1 ii. 

Wak- 
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WuDeer a kldner wordt, vennlntlerE ook is dps wo;den dan de 
-cydoideo kleiner. Voor 0 = 0* d« is » wanneer het (ïennpnnc 
met bet twame-middelpiint oTereenftemt, is ook ^ = 0, en de 
eycloiden zijn tot één pDDt ingekromp». Wordt verder a ne- 
giüeft dm komen de cycloïden weder te vooTfbbyo, nuir zl)o 
floders om gekeerd. Het Is op deze vilze» dat Fig. 6 jnFig. 7 overgaat. 

Wanneer de (betheid van wemeling p grooier wordt, vennlodert 
ook /} dan worden de cycloïden mede kleiner; maat knimea 
zich nimmer tot één punt hcrieiden, noch omgekeerd worden. 

Eindelijk wanneer ^' afneemc, dat is, als de col regcftaodiger 
Ihat, worden nogmaals de cycloïden .hlciner; maar zij vcrgrooien, 
aU ^ toeneemt, en zijn op het grootst, als jS = go° is, dal b, 
wanneer de as des tols zeer nabij horizoninol is, cu zeer nabij 
borizontaal blijrt. 

Tot de volkomen integratie der formulen C16) belioorc nu nog, 
dat wij p ook in functie van den tijd uiulrukken, bc[geen, binnen 
dezelfde grenzen van benadering, geeiie zwEirighcid mi^er kan geven. 
Wij merken echter op, dat de hoek <p niet de gclicele hoeveelheid 
der wemeling uiidrukt, omdat de ocrfprong vnn dien hoek, de 
liju der knODpen geene fiai;dvasiii;c rigticg behoud:. Indien ^ 
ftandvastig .was, en alloen veranderde, dan zoude de lijn BK' 
de oppervlakte des to!s fteeds in hciZL'll'de i:iint doorfiiijden , en 
dat punt zoude mitsdien om de as A ï' wentelen. IMet andeie 
woorden: Eene lijn, getrokken uit B C^^ig. 1) naar eenig bepaald 
piint _P van den ontrek C Di zonde, door de verandeilng van ^ 
slle«], achtervolgende laar verfchlllende pnntett vao de ruimte 
gerigt zyn. 

Laat ^Fig. 1 1 } op zeker oogenblik K' en P de punten z^n, waar 
de lijnen BK' en BP (Fig. O oppervhkte ' van eenen om B 
befchreven bol ontmoeten; K" es F de' pnnteni waar deze ont- 
moeting in een volgend oogenblik plaats beeft. uit K' bec 
loodUJntje K'K"' nedergehten, dag li K"'P' — K'P de weg, 
dien het punt P, wentelende om de as AZ', in den tijd it beeft 
•fgel^. Na li 

K'P = ff, K"P' = p+Jp, K'K" = J*. LPK'Q=i!, 
en K'-K"' = 3* Ctoi.d; 

dnt 
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(hu wordt 

K'" P* — K'P = K" P- — K' P + K'" K' — Üp^^^iJai.f. 
De boegrootheld van de wemeling in ceii' bepailden i^Jd [| 
das gelijk aan de Integraal dezer laaide uiidrukking, dat ii, an 

Vil de beide eerfte vergelijkingen (nS) volgt: 

of fff + Si'Cot-it = p3t. 

Alzoo, btegmende, 

Hiernlt Tolgc, dat de Tnelbeld van dn^iog vm dea tol om x^ae 
ts flandviKig^ U. 

Hiennede tm de formnteD geheel geTategreerd , en kan 
dna het vootllel omtreot de benegiog een toli om deizeiri 'punt 
ali opgelost befchonwd worden. 

S 10. 

Geven thaas een enkel vootbeeld in geEalien. 

d = s enr=i decimeter, i g ~ 49iOa5 decim,, de tyd 
eener geheele omweotellng =o",ot = T, 
dan is 

3 = ig. ^ ■ - -^ ^ ^ =0,00447= 15' ga" in iff<!f, 

' = T * ^^TT^ ~ 

Tijd, waarin cene daling en rijzing der as 
voorvale, of eene cycloïde befchreven wordt ^ T =o"i045> 

T^d, waarin de lijn der knoopen vier regie 

hoeken of 360" doorloopt T — 05" nabij 

en il = p- + ^ = p' + C/4i") (i — Cw.Mp.Ss/) SJa.fi\ 
wanneer men namel^k de boogen in deelen van den .Itraalt en den 
ifjd in reconden oltdnikt; 

of 



Digllizetl by Google 



loa F. }, ST^MK^RT. 

of ^ =^' + ^=p'+ C/+'") (i — Co* Booo«.r) Jfti.^, 
wianeer d4 bt^a in gradea woideo Httgednikt. 

Men liet hieruit, dat bij eene fnelheid van loo omwentelitigen 
1d ééne feconde , de as des toli , zelfs in eeiien horiionialen Hand . 
langzaam geuoeg voortgaat, om hei oneewotie fcliüuwfpel te ver- 
toonen van ceo Ijgcbaam, dat niet valt, ofTchoon het zwaarte- 
middelpünt nlec onderfteuDd wordt ^ en waarbij men de oorzaak 
hiervan ook niet aan eène'' mMdclpuntrlledeDde kracbt kan toe- 
fchrijven, 

Al deze uiikomften der theorie zijn op de vroeger vermeide 
Vergadering door proeven nader opgehelderd. Hiertoe diende 
(Fig. 9, 10 en 8) eene kleine houten as A Z', met eenen koperen 
punt, gaande door het midden van eencn bliklteii ring N, zoo als 
de Sguren dat aanwijzen. Deze ring kotide hooger en lager aan de 
as gefchoven worde». Tot fteuiipnnt diende, in Fig. p en io, 
eene kleine uitholiiig, in ile gedaanie van een ondiep fplierisch 
fegment, boven in een dik koperen plaatje, dat door cenc kleine 
booten kolom M A gedragen werd, In Fig. 8 rus^ de as , die van 
onderen voorzien ii van een klein knopje, in eene kleine koperen 
vork; de ronde fleel van deze vork (leekt in de kolom MA, en 
kan daarin gemakkelgk ronddraalten. In Fig> j) ii bet zwaarte- 
pnnt boven het fleanpunti in Fig. 8 is het juist of b^na 
in betzelfde horizontale vlak tli het fteuppnnt* en In PigI lo 
Ifgt bet zwsiriepnnt onder het fleunpnnt. In de gevallen Fig.p 
en lo ii bet voldoende, de wentelende beweging, op de bekende 
wyze, met de vingers mede te deelen; voor het geval Fig. 8 ia 
bet doelmatig», daartoe eene kooide en een' fleutel, — b.v. zoo 
alB die bU de gewone bromtollen gebrnikt worden, — te bezigen, 
len einde aan de wentelende beweging meerdere fnelheid te geven. 

De pijltjes, onder aan op het voetfiok gefïeld, geven de rigting 
van de beweging van de lijn der knoopen te bennen, in óvereen- 
tïemming met de rig'.ing van de wenieteode beweging, door de 
bovenfte pijltjes aangewezen. Doet men de beide ringen, Fig. 9 
en 10, gelijktijdig tollen, en beide in dizelfda rigting, dan is het 
ODderfcheid in de verplaa'Iïig van de l^jn der knoopen zeer in bet 
oog vallende, fiy den toeftel Fig. 10 kan ook bet swavKpDni 

is 
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a- ket 'fteanpsni getmgi wördn, ib «uneer fawnvlak- dèi -rii^ 
N eete onvamxleTlOke fielUug b«hoiidt. 

Wi} hebben de bewef^ng eens tol» beTcbovwd, -En 'Ae <ftKf«fB 
ftelHiigt <l>c de pnnt A eene onvecaoderl^ke ftelll^ï 'blecf be^ 
IiMden: dic echter is bi] het geffOne Ipél bet gCral'ntft'i 'tfl 
wanneer die pont zich vrijelyk over een vluli ka» bewe^iK Waimeef 
ons voordellen, dat de punc des cols op dic vh)c gienert'rff- 
viag ondervindC) dan gsan de gevonilenie fMmillen voor de liè- 
weging nog onveranderd door, flecbti met dit verrdiil, dar nu 
niec meer de pnnt A, maar het zwaartepiuit B het inidilel(Hiiic dor 
horizontale beweging wordt; terwijl ïiei, i» de vcrnlialu rigiing, 
daalt, en weder rijst. Heeft de lol, bij het nedcnvtTi'cii , geene 
voortgaaid» beweging over het vbl; bckoinen, lian zal het 
zwaartepunt B (uitgenomen tic I:leiiie t!al-.'i;tle en rijzjnde bewe- 
ging) in rust blijven, terwijl de punt A op bet vlak (uitgenomen 
eene kleine uit- eu infcniiiving) ecnen cirkel berdirijfi. IlL-efi 
daarentegen de tol ook ei:iie voortgaaiu'c bi:wegiiiy bekomen, dan 
gaat het zwaartepunt, met eene gi.lljlimaiij;e fnellieid, in eene 
rcgte lijn voort, terwijl de punt A op het vlak krullen befchrïjft. 
Wanneer er, — gelijk dit altijd plaats vindt, — wrijving op 
het vlak beTtaac, dan worden rratuutlijk de btïwegingeA gewIJK^d 
Deze mijving kan, onder andere 'ten gevolge beBben', dat ■de' 
as'xlei' toU, wdntteerde overhelling^ niet te gloot is* «Icti geheel' 
opheft, en vertikaal wordt: iets dat; Mljlcens het beWèaeoe, 
tnders nimmer kan gebeuren. Men neme hiM<ij in aanmerltii^È v 
du de punt eens gewonen lols geenszins een enket ^uni \i\ maar 
era géagfin vUkftf; en dat door de fnelle draiijiiij>'d{lE«4lB eeue-' 
kWne.DWioQégnlB groöï'-oatRatt 1^*).- • • . . ■■•■^ 

.Wy^ ttotadekmi' dr ovefeenkonUc^ Uïiniftn aaitwIjRn^welke'cr- 
tniftben -de. beweging eens tolï en dlé^ dep' sarde om hare^Kl be'> 
1.= / IHUt;! 

In 'de 'touU de Malhèmaliquei , par fiEtOOr [Suite de la ^'parti't, 
apptiealipn des FriitrJpea gcnéraux ih la Mébaniqaei d diffèretits töh de 
mouncmé-n el dé^i^ilibre) , «ordt /.clfa hcs) tfcHiJnbaar] niet gsal dc 
wetten der zwaanekrathc Eehooriaracn v>n ecnen lol , geheel alleen 
ain de wrijving op dc ptini tocgcfclitcve'D. HcE behoeft echter niet 
ungmerlct te worden ■ dit deze w'iza vm befchottwhtg onjuUt it- 



flMt. twe MBwUk 4p mu^iog vm df fM en de «MB m 4a 

sfgéptatté en du atttigeiimst» fek^ermH* fi^w der mde* 
ns de u inin wweHns d»er liKlte noodweodi; ook set» b^- 
yondige beweging moet nufjcdeelm. wnarysii de teniggtgg dat 
«KSMpbupniKefl Hen hemel h^c gevolg Ii. Deer evAntvel dese 
MDwytiiiK oog duideiyicer Ittn jdjn. de beliMKieliog vm hat 
yiporftel «nireitt tl« beneging «eni j^leinen [Jqgi, die door eeoM 
gnoteren wordt mgetrpUei)* mo witlen wy véonf hienótt 



Ds ^VBTTE:(, volgens welke ktix tibamii^ide nmo, 

E DOOK EE^Eif GHOOTBKEK GDttCt^TllIEKGn VASTER 
EIH<t WOBbT AAKOBTIUtKJLB» , ZICH OK ZIJN 



§ 11- 

Liai de ring CDP (Pfg. i) sH^en om deitelfi tniddelpunt B 
beweeglijk zlJnt en lut nlec de zwaartekracfac, aaar de lancrekklng 
VBU een' andereu ring , VRD ^roocer (tnal dan CDP, hebbende 
heueirde middelpanc B> en in een vlak, evenw^dlg aan dat vap 
S Y gelegen, de uorzaak zijn der krachien, Aii op DPC werken. 

ZÜ Q P (Fig. la) eeu gedecice uan den kleinen ring; KM 
een gedeelte vaa deii gipoten; IVI de masra vaq bec puoc M{ m 
die van bet pust P; x" en ƒ" cotfid^am van M', ea wedet, 
XAK=*, KAX' = ff. PAQ^s=i», PAX'bpa, AP=sr, 
AMsRf «D lateq P, en pr' de fnglheden xt]a, waanscde 
P tipaw^dlg van AX, AY en AZt door de aantrekking van den 
'■»llggeodeii bniteaSefi^ (ilffgeEei Wf»dt te beufegei). dt^ lihi 

l($7--'«'). ''(?r-'"?0"'"(.^-""") ; 

de kncl]teR qf drukfclngen, ^e bet p^nt P V{in bet een^ op b^ 

Nn 
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OVn DB BtWEOniaVlIt'UMBKniCaAllBNICH Rino, SHZ. 9fff| 

Nn moet weder de tom iet nomontea on eUc der -ó^ vfiea 

=^o zijn, dat is: 

-fr -"'-jr) - ^ "CP-.-po !!' = -. 



or I 

3C 



Vecleiigen wij de projectie Aj) des voerlhaals van hei putii P 
lat aan den groocen ring in N, dan is l.ec ligt in te zien, dat dc 
rerultante der airitre^ing van alle puiuea^M van dezen ring op 
het punt P, gefégep tal zijn in lièc vlak AtiPt en weV, dat zU . 
gerigt moet zijn vaii P naar eonig puptf tusfchen N en p. Zi} K 
de Tnelbeid , vMnm^e het punt P door \eze rerultante in eene 
liorizoiitile tlgciitg a«ogezei wordt te bew0s«ii d'an zaT 

en P = K X : ' 



44^«4)=.«»CP">-p.: 



ier\ 



diensvolgeos wêder\ 

V. - Pr = O 

en dos * 



even als bij den tol. 
Zoeken wij na P, F en P' nader le bepalen, 

zü p M = j = V (i" -*5^^^' -y)' + (-«:)'. 

dan U de bracbt, wtannEde P door M getrokken wordt, ereiiredig 

■ ■ -s.. ■ ' ■ 

Ha D« 
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De eofloBtfea der bockea, vdke PM met de'uftn'nuAt, 




dus Is, Indien men de altwefkliig vaa de sutrekUiig vu U (9 'ar, 
evenwijdig aan de atfen, YOorftClt doOf cfP, ?P', «I /«n 

flandvaiiig geial is: 

ÏP = /.M.— "P^, èfP' = /.M.^^^^, ?P'=:/.M.^- 
j» j» 

Zij de hoek X A M =: «■ cd E een (luidvascig getal , dan ban de 

maifa M voorgeReld worden door E.^*, dus zullen wij hebben: 

J. = /.E^.£^3.1 :l>- = /.E.7^.C-Z.'»„ 
of* ODldBt «) ' i<l Integracie (laadvasilg z^n; 




§ 12. 

Nn heeft meni 

»• = »■ + )■■ + ••+»■■■+/'•-«('»"+ƒ/'). 
= »' + <■■-»("■■+)■»"). 
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om DB snaoan. vmtMam uluobitom uno, inc. 

: — --^ -I . — (xas.m+ySim.m)] 

(R«+r»)" t . ^' -'I 

SRlleode, trf bekoRiDK, |i = gr^^' 

Wtmeer R «er groot ii, Id vergelUUns tot dan Ii ook 
Itm of njr eene Ueine brenk; bygevolg km de graottadd onder 
ket wondieeken dtn Jd eene^coimrgeipide reekt ontwikkeld 
worden} dnt i^oden wij : 

I 3-5 , 



+ ^[ (* Co/.* + y J/»,-)» + &c j ÖA. af.. 

Wl) zullen alioo de iotegialen van de nkdrokkiitgent alit 
(x Cos. m + Y 4f/«. ■>» Sin. m^m, 
(« CQt. m +y Sin. Coi. m^m 
tatfcbeo de grenzen o en a v dienen te vinden. 

Zii dtutoe X = /■ Coj, m' cn y =: r Sin. , ^ 
du is 3eC9*.«+/ ïiiB.« = ^-Coj.Cit — •'); ■ , \ 

nrnr Siii.»= Sim. (•' + («—•'))=: Sin, «' Ce; . C> - •' ) 



rat A ' - JP, f..fJTMMXAiR.^ ■ 

Dai wordt: 
(a Goi.m + y Sim. my» Sit. m 

- — r^Cw.-'Coj.^Cn— «Otf-^-f-C*— -"J* 
Hiervan de incegrnal tusfcbeo de Baogewcien grensen nemende, 
komt: " 
O*, ab -m avm 'n~. 

/ CxCffs.m^ySia.mJ'»Sim.9.^it=i>. ■' J' 

als Ml oneven is : 

/[x Cos.» Jr 3 SiM3»=r» Si*W .— ■ X a 

op dezelfde wijze vindt men: , 
(x Cot. « 4* ƒ *)" * <f * 

=r»ö«." (* — #■) [ Coj. «■ Caj.(»— !•') ~iï».«' («—«■)} tf» 
= *■ ■ r'"aj.«'CöJ.'" + ' -')3C--«') 

+ f" Coj.™ (•—-') 3 . CöJ^«~-') , _ 
en «tvoIgeiB: 

1*. ali m ivem ii: ■ - .. 

^ t^xC0t.m'{ySim.»y^ail.'t^m:=o. 
tt, n'. aU m oneven it ; 

Alsoo bekomen' ^3 : ' * 
\l «'*i.,.J J.f' *i.».ï.4. 5 s.4.« ! 
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i. = .3 j.4 ^ i.a.3.4. s «■■«•« ) 



(i 3 i.a.3 s.4 1.9. 3. 4. 5 ».4.« V 
welke reAi ilc^d convergeert, Eoo Ung |i < ( dn iv, M 
Mr r en -R ongefljfc z^n, komtt 



Merkt men nu op , dat wij de jaasü van hei panc M VOeigeReld 
hebbOi door E ^» , dat du) 3 r E de geheele majfa van den grooten 
rlDf b, n>o viixk neti, doze laMfle mura = M' Mlend^, 
Tolgeai (23}: ' 

Volgens (ai) foeien deze iihdrukkiiigcii. mei il.; mssra wvan het 
puDl P «emcaigvaldigd t en dan nogmaals gclntcgrceid wordcaovur 
den geheelen omiiek van den kleinen ring, dat is medc 'cusrchen de 
grenzen o ea iw. 

SioJIcnde in de uitdnkkhlKen voor x, y, eos. (g 3) 4/ = o, 
Eoo beefl men: 

ye= r (+ Cot. p Coi. ^ Sin. (A+ #) + 5*i.4..<^.(»+^).). 
■ = r . j^ra. ^ Jiiv. Ca + 

H 4 ZU 



Zt] voor» M = M" . ~ , wau^ tm M° de muA vod dan 
kleinen ling is, din vindt men gemakkélUk, ten opzigte vau'A 

en Z « j- « .r « . ^ = + i M"* /■» Jï». ^ O*/. $ Cat. f. 

Dus bekoifien vcij eiiideüjk volgens 
X m (L'" I — P =; — i N . /. .ir . M' . /■= . Sin.fiCoi.fi Sin. ^, 
ï m (P" ƒ — P ï) = ~ i N . / . M " . M' . r= Coi.fi Cot. 

Daar nu veidei 

*?« — »a» = aa'v'. 

en ySt—M3y = !i3V' i^, zoo beeft 

men, volgeos-Cai^'e" (««): '5 \ 

C 

Voeren wlJ weder, in plaaci van SwV, XmV es ZaV", 
Q°, Q cii Q' in, dan komc, volkomen op dezelfde w^xe alt in 

^ 4, ecrflelijk: 

en "^'Q +?Q'?+=-|N./.M'r«, J/ff.^&f.^.iffS 

Cl) dan: 

gi 

S j(fS)V(0)"i=-dN./.M ..'.'.».»&M.JQ,J(««)- 
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oviR oft snvteoio'i^'Biitii lUUAQtnMn uno, tm. ifi 

Den vergelQkiDgcn Itemmen oyenen taéi 'de vergelijkingen (i^ 
voor de beweging dei 'loli. De eeifte-en laaifle zijn geheel d^ 
zelfilet mtir In de tweede vindt menT' in pluu v» de grotrttnU 
V, evenredig ain Jm^^v lodeK! grootli'dil, e^éfed%-..HD 



...§14. 

stellen wij ia de vergetQUogen 0^} dmT^Dinti 
3(i' = ^r•a^.^»*■^■ir^il-iSI^.'fi^i^ 

JQ =ir'il>, - ■ 

tf Q' = i r» (9 p + I r» Jm. ^ Cff/. # 
Dus jj: 

. /Sl„./>aii.fi SQ =: —fyf (;B + ail.aD), 
en, volgeni de tweede vergelijking C^^)» ".■ ^ 

(It)' + (1 3^) " = + ,', N ./. M- r« C B + C». . j), 

(|jy + ?.(|2:)-=+éN.'.M.CB+a.J.J. 

Stellende wedei. eenvondigheldihalTe » =J ^ ïpo 
komt, op geiyke w^ze aU in $ 7, men mg A voor 

Dm it ''A^fi— mCpi.fiss iSim.fi. -- 

Hieralt SiH.f3'i-^'i8 SI». ^ = A ;»«./. 9^ 
ra « jïfl. ^ =s C — A Cf/, jï. 

H 5 AUoo. 
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Verder b 

— af« _ A — CCot.fi 
dDi A= Cfli.tf C|f) + a(i— jJVfcV;.: 

De formiiren verzamélénde hebben wfj Üait 



Jlf _ h-CClt.0 



»7) 



Wanneer men deze H^iidrulckingen vergelijkt mee dc uicdnikkingen 
(155 "n derbeweging eens tols, dan blijkt, dac het cenipeonder- 
fchcid in den vonn daarin bcllaai, dat in de laaiile vcrgclijkiiig (=7) 
+ Cot. ap, en in de laatfle vergel^king (15) — Coi. fi (laat; en 
mmeei men. ia (15) a negatief neeot, dui venlwt|nt ook bet 
verfchil der iiékênt deur oofiBqifu. 

'l-'- " §16/ ■ 
ZU, ter bepallDK der confliateti, vMr /=oi 

dn wordt C , 

A=^p Cos. fi-, 

B =: 8 . -4t« ■ C"'- « 
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wiAqRinvi URO, UB. 1,18 



(!!)= 



(|-:)='-='-^/^'---<--«- 

^■(0,...+c,..«-,,..e^f^*(' 

X<£i".#-Ow.«)' 
Hn blUkt uit de bstne iiitdnibUag.du Aeodi 
c«. f > A»-^ of » < « 

tyn mo«ti 100 d» ^^^^ ^ tiW«^egtdef-w«dt. De Iffn itr 

kmaofam ts dos tarnghófa/KéB. VfinSer moet ook 

of" Illwail'tyff'.TMs.i(,fi^/r^Tai:e4t:f—fl; 

Laatj iet bepiling van ij hec vol^end^ g^eveo zijn: 

De maira der Aarde . . . . — 

. Straal der Aarde . .) .y 

Verfnelüdg in eeóe Tecdnde . ''= g. 

De muTi vui den vtsten rin^, ijt tin jmuf , verenigd , =: M' , 

AfRand van daar . . . = f,' '" 

yeilbeUIn{ ia «ene -J^onde , op df» sHtand -j 

DUT H' ^ .. 

, . - se M' - , , 

dan u e:G = — : — , ^ 

en dus G = 3- X - X g. . ■ ' 

" -~ - ■ " 

Hn hebben wQ de fnelbdd, welke eeoe mun kT.nii een lig' 
chaui, op den ifHand t, '% i", mededeelt, voorgefteld door 

/, ~ . Deie fbdheid is ook geiyir md G : doi 4* . . . /, 
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int worit ' = ff • s" 

» f . 

/M. = ,.,= .^. \l 

'• %m oog, om nog eene andere aidrukltiiig te bekonea» '- 
D'-de dtgihekl van den gi^oteo riog z^a^ 
■ D de digthdd der Aaide, 
éf -i9 Qml vu -cóieD bot, van gelijken Inbond da de 
vaste ring, dan it 



Men zie:, dac M'/ een zeer klein getal moet z^n, ten ti} dao 
dat zeer groot wai, omdac a meer dan cm mlllioen malen 



dan 1* j>' een getal, dat flechu weinig grooter dan i !i. Den komt 

of.«-bj N/M'=i|(5:) (£)■. 

uit deze laatfte oidrukking volgt , dee de werking van ge/ff Jt- 
ytrtHigt ringen, van veifcfaillende giootieu, op den btmtenfien 
ring, zeer naby dezelfde ii. 

Laic nn oog de Urine ring « graden in i" omvaitelen, dan legt 
een pnnt op den afSaod -i van het middelpnnc, in i" tydi, ecoen 

weg af = X a ■■; dni ii 

.: . 3» ■ 

m r 

' = rc- . ■ ■■ 

Alzoo bekomen wij ten laatfte: 
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De wande óaa aitdnkklDg is la bet ilgemeen zeer klein } ^ 
dezelve du noa , 

■TéH. i C*' -^) < * X , ^^'^ - 



^n, en dm mo^ ook fi'^.fi lleedi zeer klein ti^veo. Hlnnlc 
voIgE, dst de .helling vaa bei vlak de« k|e[iiea ring),. op da^ vw 
den grootea, nuar z«ar q^elnlg kao verandec^ _ ^ 

StelleQ weder fi = /i' — f, dan. is p mede, een seei Idda 
getal : w{) bebbm daij. behoudeti^e ^, 1 ./ 

Csj. jï Ca*, fi' +j Sin. fi' — if' Cot. fi*, 
(kt.'fi~Cos*fi'= 9 f Sh. P'fai. fi' — \a.s. ' ^—Sim.'fi^, 
{Cet.fi— C6t,fi')'=f'. Sm.' ^. 
Hierdoor wonlt de laaifle vergelijking (aS): 

= nt — i'.^. 
■ Wuuuic weder, erea ali in § 9, volgt: 

Wy bekomen dus weder, ftelJende: 
-_3j^ , /D^\ ff /flX* "-^ i 



t Sin,*' Cot.fi' ' 1 
■Umi'^wii, 'ftk alïe '^randerthges nn fi Vöonnlled )q eène 



periode, marvtn de A*"* geltfk ji aan ~ , óa: is, een weinig 

korter dan l . — , of den duur eenér Tialve omweineling, 

Wy hd>ben vervolgens, nn met verwaarloozing van ^» en ƒ*, 
Cet.» — Cot.fi' * . „ i 1 

- L.> = =_'-c<.r}.-o...Cir4.o}, 
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of *?5^f.èi'».#'|;>-J?ii.C«+^)|+<aw^. {30). 

'De ' geóMdelde wurde der verflUdeifng 'vëo ^ zBl dns 'z^a, in 

hfcï ÈOdYBrtoDp (r — 0» 

+'„4, = _#.l.af.,CC,'_^ö . . (3,). 

SteÖen wfl "róder ét conflanteH der verg«ijkingen (aj») en C30) 
geiyk (Mr/* eo * = "ï- Sin. ff , nevens ƒ = ^, dan kotnc : 
i = — t J/b. jl' Coj.^' (/* — fï),! 

Een punt der loodlijn, op het midden wSn den kleinen ring op- 
gerigc, berchrijfc alzoo, even a1s een punc van de as des tols, 

óveieenflemmen. Deze cycloTden zQo, vooi een punt fovem^'^ea 
ring, naar teven gekeerd. **' ^ ' 

Blndelljk bebben w]} nog, even als in §'9, volgent 'Cs7) 
ea (38): 

■ |? + «:a.., = ,, 

en dus f'~f, + fSif,Cot.fi = pCi-O ■ . (33). 

De fnelheid van^ wenteling des kleinen |"rliigs dU8.(^lt hief 
IludvMtig. , . 

,, ^ . ! ■- .- 

§ 16. « i ' 

,.Z^ m een voorbeeld f =:,jde fwl^eid yan de wöiiteliqg der 
urde om baie aa , c^n is 

• - _ ' " stfd _ j_ , ■ ..1 ■! 

"""34X^0X60"" 040' 

ao.000 000 , 
Verdv ■ « = - — ~ ' i S =^ 4.S0347? i 

Ani 'Xg"" . L= 3i<^'X.V X 4>a477 ^ ^^^^^^ 
a««.» a »xao.ooo,ooo 

Lui 



OVBR n BBWIOno WH turn tnuUfBHttR UHQ, IttZ. 11^ 



Tooru 4e mmlk H' vu dM vtut» itug gdQk d& 
iBuA der 2oe» «i b» R de gemiddildc- tmaMl :nB fld.Aiide m 
2ni vcsta, dn li ook ly de.digibeld der Xm, m mti iMbbtt 
O* _ I 

Ö ~" 3.P3a<ï ' I .: ï 

^ = .f/fl.iOi= J(b!i6'o",98. ■ ' . 

Dui wordt! 

#= 109,21 X — ~ X Sin," (i6' of',aB') , ' " 
3, 9380 

csoqooqoqSoSs. ,. 
^eUen wy nog M' = a3'a8' en i CA' + ^) = #'. 
din wofdï 

Tawg. i O'— < 0,00000018083 X JïK.as-flS'xCM.Bj'ag', . 

of /ï'— >ï <o",0423i8< 

Zi) verder jaar =365,25 X nXtfoXtfofecoildW. 

din komi, voor de veiplaatfing van de U^d Aer knoopcOtwiA den 
lijd van één jais, volgens (31)! , 

Zooveel zo'.ide de Itnoopen.iyit, d^or tW ureAisg des gunomiiosr: 
op deQ kleinen « (UïliJSis t/emg gaaik 

Haddeu «lU, 4e nuulji vtw, deit tH>ot9a ring si^k am dftmoifii dat 
tnnn gtDOHKR, mMr ook hv«u R nu 



afTlancl der maan, dart zonde ~ nabij tietzelfde gebleven 

m«sr door de meerdere diecbeid der wan loiidi^ de niikoiagttlq^ 
eif ^ ruin a^ ojalen gippc^f gjiwqidl4n:ZijD., ()at. U : 

Het is opmerkelijk, dac de grootte vaii den kleinen. rJng gflnqq^. 
Esani g«nca invloed op de gevcndBne waarden van- 
en ^ bMft. word«nd« alleei)mM;N etnti «Kiaigis . 



F. J. ST^MKjIRT. 



■t* r Dtcfketgk toeneetni. Hlernlc volgt, dn, zoo wQ in pluu 
nn den Uefnai rit^* een. iiiH6cf roud vhk ODderReid bidden, 
de ' ulAömften ner nby dnelfde zonden geween Aiidon 
tonde het gdegen wezen, wanneer wQ ook nog hu dit ronde 
vlek dikte zonden onderRellai) bUv/uoDen^n , 'dat om bei pnat B 
eene elUpfoTde, drat^ende om bire omwentelIn^-ai, zich zonde 
bewegen. De venndetingen van ^ en fi zonden voor dc elltpTuïde 
minder dan voor het vlak, en wel te minder, mamute de ge- 
daante der elllpfoïde meer tot den bolvorm zoude naderen. Oe 
bol zonde door de aantrekking vdn den ring gecne v\]z\^\n$ in 
^ne beweging meer ondervinden, zoo als bij hci piacce vink of 
den ring. Maar' ondo^elldi wij, dar, bi] voortgaande verimdcTing 
b de gedaante dei draaijenden llgchaBins , de bol overging In eene, 
in de rigting der polen verlengdé eüiproïde, dair zotïden de ver< 
inderingen van i» en ^ weiier aanvangen, nwar zij zonden van 
teeken verwfsrèlcl zijn; zooilat bij deze ellipforde , even als bt) 
den gewonen lol, dc verplDa[ tingen der knoopen lijn regiflreeit 
voortgaande zoude wezen; terwijl hij de afgeplacie elljprorde, 
even als dan, wanneer bij den liet zwanrrepunt unJ^r het 
fteunpunt ligt, die vcrplaaiting teruggaand: is. 

Men kan de verpik ai füi gen van het vlak des kleinen riiii;s door 
eene aanttelikine van bniien, ook donr eene proef aanwijzen. 
Laat men namelijk hec zwaartepunt van de" blikken rin^ CFig. lo) 
met bet (Icunpunc A zamen valken , en geek aan den ring eene 
Tnelle draaijei:de beweginH, dan verandert, gelijk aangetoond is, het 
vlak des rings noch de as van flelling. IMaar nadert men nn met 
«ne der polen -eenj magneet 11 aafs , hetzij btj hei bovenlle gedeelte 
litikt > Wiizy bl) het onderfte deel viit deit^ drsaij enden ring regts, 
dan neemt lerftond het vlak des ringj eene beweging aan, waarbij 
de belling QandvBitig blijft, maar de knoopenl^n zich teruggaande 
verplaailt, . Ingeval dc ring geene wentelende beweging bezat, 
zonde het uitwerkfel van het r,acteren eens raagiieeis geheel anders 
snit: "hec pbnt 'van den ring, bet naast bij dén magneet gelegen, 
zohAe dn -ZOO mogel^k nog nader bü den magneet komen, ifiiff 
den Uita^eBden ring rchtJnt ^t naaaie pnni, of liever de opvolgde 
ntaite pomes; vcrieet van den magneet zlcb te verwUdereo/^ - 
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§ 18. 

De OTereenOeainiag vao een en nidet met de bewe^ngea der 
Birde om htat middelpanc , nlc na llgtuo te wijzeo. Men weet, 
d« de urde dageiyki om hwe u wentelt ; dac die u wel ijfma 
nenwildig wa zelve bitlft, maar niet volflrekc, befchriJveDde 
in ongeveer 5000 jtren eeo kegelvlak om de as der polen van de 
ecliptica, en wel In eeoe mo de dagclijkrche beweging cegengeftdde 
rigcing; maar men weet oolf . dat de aarde afgeplat \» aan de polen, 
en dat zij van builen nC door da zon wordt aangetrokken. .Oe 
helling van den eqnator op de ecliptica blijft onveranderd, maar 
de ponten van doorfiiijding dezer eirl;elï , de evennachts punien, 
tiebben eene teruggaande bewepiiic aai) dfd h<:mc\ , pr^ecfsfie of 
teruggang der evennachcen genaamd. Die verrchijnfei , het cersi 
door HOTARCnui. 200 jaren vódr onze tijdrefeening , vermoed, en 
door PTOLOKEOi, 3i eeuw later, buiten twijfel gefteld, maar eer»t 
door NEWTON verklaard , heeft geene andere oorzaak , dan enne 
geheel gelijlirooriige als de terii{;g''3n!le beweging van de lijn der 
knoopen bij den kleinen ring, of die leraggflBiide beweging bi) den 
tol. als het zwaarte- middelpunt (Fig. lo) onder het flennpani ligt. 

Befciioiiwen wij de aarde tijdens den zomer-zonnefland. Lut 
E Q (F'g '3) de rigiing des equatora Z()n, de as, en BZ 
eene lijn, die naar hec midden der zon getrokken is. Dait ii bet 
dnidelijk, dat de aantrekking der zon, iets grooter zijnde op het 
nader bij gelegen gedeelte B Q dan op het meer verwijderde B E, 
moet nKhien, om bet vhik E Q in de ligtiRg B Z te bieagaiL 
Dit loode ook «erlieltJk bn gevolg dier aantrekking zijn , zonder 
de wentelende bew^ng der aarde om hare u. Bf} den winter- 
toniKlland, wanneer de zon zicb In de rigtbig BZ' nm de aarde 
bevindt, i> het fiieven van de aanttekking der zon hetselfde, 
flechta wordt mi de helft E 'B meer aangetrokken dan de bdfk BQ 
der aarde. In andere betrekkelUke Handen der zon en aarde heeft , 
gelijk ligt is na te gaan, nog betzeirde plaaa, llechti met dit 
verTchR, dat dan de werking, om het vl^ BQ in bet vlak der 
(ie%tica te brengeoi minder (terk b, dan bU de zomer- en winter- 
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zoDiwIliDden. Alleen het oogenbllk, wanneer de ion zich jnïic In 
de evenngcfati-pnnten bevindt , Ei die werking geheel iml. Na kan 
men, volgens eene aanmerking van la pucb (^Etpofthn iu 
Jjfttème 4u mande. Ciiap KIU), de ^emidielit werking der zon , 
nll alle betrek kelifke Handen te zamen, vergelijken mee de werking 
van eenen ring om de aarde, over welken ring de Kofmasft der ion 
verdeeld ïoüde ziin. iVi.i hebbi-'n fozicn . hoedanig de uitwerking 
van de aantrekking van zulk eciiert ring zoiui? wezen: dezelfde 
oinvorking moet dus ook, gemiddeld, de aantrekking der zon 
hebben. De lieliing van den eqnacor op de ecllpiica moet llvnd- 
vascig biftven; maar de Iï)n vin doorTaiJding deieC vlakken non 
eene teraggaandc beweging oannemeit. 

Was lie nnsfa der nar.le iti hei pintte vlak E Q vereenigd, din 
londe de lerng anj; der eveniiachis-puiiten, door de vereenlgde 
werking van ïon en msan, jaarlijks gemiddeld ruim 17' bedragen; 
thans, nu de aarde afgeplat is, bt'draagt deze teruggang flechts 51". 

Men weet onk , dat de punten van doorfnijding van den maans- 
wegiaet de ecliptica, de maans-knoopen, eene leraggaande bewoog 
hebbent dat zij elzoo in 18 jaren sip dagen 3^0° doorloopen. De 
verklaring van dit vefrchtjiirel rust op dezelfde beginrelen, bet ll 
namelijk liet refultaat van de aanirekklng der zon, verbonden iHi 
de wentelende bewe^ng der nmaa om de «ide. De nusn kin 
daarbij bctbhonwd worden ill één punt vtn onieo kleinen dml- 
jenden ring. 

Zoo Klet men, hoe betangiigka Terfeb^nffelen no den bend, 
en He bewegingen vn eeoen xnA^ doot gel^Jklbortlge oorstken 
gd^gdd wordM. 
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51. 

Toot cenigcti tijd werd mqae aandacht gcTestii;d op vikct in 
1847 <B Berlijn oilgokoinen werLjc, tea litel voerende: Ueber 
fUe ïnhaJlsbereohnung der Karper, noch et'ner einsiger Formel, 
bearheitet con w. LIgowikt, Feuenoerker in der 7c Arlitlerie 
Brigade. Het doel van dit getcUriH is liooldjakclijk , 001 aan Ie 
tooncn, dat de vcrtchitlende (urmules voor de iDUoadsberckcnïqg 
der in de gewone mecikuust voorloinende ligchamen, zoo mede 
der Tfllen inct elliplischc dni^'^nlromlc, allen bevat i^a in iéM 
enkele formnlc, velkv zich aldas Iaat voorelellen: 
Inh. = r =ik{B + ijH+G}. 
Hierin beteekcnen £ en G de inhoaJcn van twee CTcnwljdigc grcni- 
vlafclten of van de groad- en bovenvlakken, if den inbond vaa 
het middenvlak ot via cenij 'emivijifige doorauede genomen ter 
halver hoogte, en A de hoekte nn het ligchiam Of den 'aftlanct 
der beide grenaylakken. 

liet i» duidelijk, dat zoodanige formule niet moi alle ligchamen 
zondei' ondencheid, maar ileclita voor ecne bijzondere khsse vaa 
lichamen, strikt naautékeurige nitkomtieo kan opleveren, en er 
ahoo eenig visknadig kctimerk moet' betlaaa , waarnaar beoordeeld 
kin wden, of de naauvkenrige iahonda-berbkening van eenïg 
gegeven ligcUaam al dan niet volgeni de opgegevcne formnie kad 
geschieden. 

Dc schrijver ran het aangehaalde werkje echter, mijDs inziena, 
in gebreke gebleven zijnde een dusdanig kenmerk aas la v^zen , 
ZOO miat aifjeid hlenloor die Tolledigheld, «aarrow nj talbu^ 
K 2 
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ü. Hgme DatporiDgeD omirait dat onderweip hd:d>ai mij niet 
alleen geleid lol het vinden van het bedodde IcenoiBA, niMi 
teTens in claat gcslclil nog ccne groots Yovcbddenlieid nn 
door gebogene oppervIaUeu begrenade ligcbamca te doen kennen , 
op velkcr iDhoadsberdening da lorige finniile eren fwoiiw- 
keurig kan toegepntt «orden. 

Het i> die bevchanwing tUarenboren gtblekaï, dat er 

tnigdijki lene enkde fiutnnle beitaat, Tsaidoor mli da l^ing 
TBD het nraartepast eene nitgetfrekte Uute nn ligohamen 
OMOTleorig bepila Iaat. Ik heb gemeend den vad<riaiidMihe& 
beoefouren der «ukonde geene ondïeut te doeo, door him m^ne 
«iderwekingm nopent ems toot de pnkt^k niet onbeTangr^ke 
laak hier mede te deelen, waartoe 'ik ibaui onmiddellqk orerga. 

—J'yta=fF{x) Hx de onbepaalde inhoud eeoer vlakke 
kromme jijn tot fcrgelijkiof; hebbende y = ^(')- Het gedeelte 
f Tan dezen iohond, begrepen tnssclien de as der abicisKn en de 
ordioalcn F{s), F(x+ h), heeft dan blijkbaar tol waarde 

x—ix^h — = A — + TV+r;* -5-T+"*** 

ex ex' j«* 

Stellende de achtervolgende diDerentiaal-qnotiënten der functie y 
do<aFt(x),Ft eiu-*i>or, toe gaat de voorgaande formule over in 

X = ix-i^h — ƒ» = ' 



F(*-(-iA)=/(*)+iAF,{«)+J.iAy,(*)+ij.JA'f-,(»)+..., 
F{x + h) =F{x) -i- hP^ (.) + iA»i?, (»)4- h*F, (*) +...., 
waartJt volgt ' 

F{x) + 4F(a: + 4^) + + A) = 
6F(s) + UFi (r)+A'J, (x)+ih»F, + i A*f .(»)+... . 
en lüerdoor Tetandert de formnle (1) m 
jr=J4{F(.)+4FC. + i»)+y(.+»)-^*'?.(.)....). 

F^l mm den finotnle toe op kromme lijnen, velker 
l^ïngen hegiepen i^a in den vam y^m+§x+r** 
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en TOor «elke du ds vieMe en hoogete difibrenliaal-qnoliëiileii 
mdi^Dcn, dan lal do brmtde 

jr = 5 » { p (») + w (« + w + F (. + *)} . . (2) 

de waarde trq' den Iromlijnigea iabond X naautekeurig joot- 
«teHeo; lerwij) lij, io elk aoder geval vr.nnria y ecnc onargebnlen 
fanclie blijd (uuchen dc grenxcn x en x -i- h, ceoe zeer be- 
naderde vaarde toot dezen inbond zal lunnco opIcTcren, op 
«elke laalate dgentdiap *ij later zDlIen teragkouen. 

lodiea eene kromme I^n, lot Tergclijkinij liehbcnde tj'* ^ F [xf, 
om de at der s VEDlelt, zal de inboud V van het omwcnlcliDgg- 
ligchaam, begrepen taaicdieo twee op dcQ afeinnd k van elkander 
Terwijderde etenwijdigo doorsaedcii loodregt op die a«, insgelijtB 
»aauiekeurig oilgcdnill worden door de formule 

F = irh{F i^) + 4f (* + ih)-t- F{j: -i- A}} j 
loodra namelijk F{x) of y' in den rorm «.+ |3x + -/x* + Si-^ 
begrepen is. 

Noemende na de doortnede op deo afitand x, bet bovenvlak B, 
die op den afstand x + h, het grondvlak G, die op den af* 
ilaod -|- of Ier balver boogte h, bet middenvlak W, en 
■tellende de inbonden deier vlakken door gemelde letten voor, 
dan beeft men, vooi al dcie omveotclingt-ligchamen , dc een- 
loodige fbrmale 

r = ih{B + iii + c} ...... («) 

Hioniit bat tioh onnüddell^k het beilait opmakea, dat den 
formole nugelgk» geldig sal x^a voor ellc lEgdaam , 1)^rapen los- 
■eben twee enni^dige doofnieden op den aEiland xoodm 
de iidund T eener iriUtèenrigjê neni^dige doomiedi, genomen 
op den a&tand « van eenig punt, njlgedmlt iroidt door eeoa 
fonelie lan den nnn » -i- + ys* + ïx* , of nut andero 
, «oorden , door eene ntkawle fnoDlie Tan dot eenten , tweeden 
of derden graad, In deis laaWeeigenMhapBnbeitaatlietlneTToren 
door oni bedoelde kenmerk Toorde (oepaitel^kheidderformnIa(ff]: 

J4. 

Be lagere mcelkanit levert ons eene menigte ligcbamen op , 
welker inhoud door die formnle berekend kan «orden. De 
K 3 
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prisma'* van villelenrlge groDdi lakken verschalTcn üanrvan de 
eenvondigalc toepsMing. Voor die loort van ligcliamen is blijk- 
bwr = jtf = C, Jus r = Bh. 

Betcliouweii wij do aljjelnollc piramiden , weSter grond- en 
boveailakkcn willckcarïge figuren iljn. Slellca vij a voor dca 
aTabiitl tsq liet boTenvIak tot dea lop, en x ^oot dien cener 
villekearigc dwirenede T, evenwijdig nan liet eerste vlak, dan 

heeft men, gelijk bekend is, T = B X — Dcic (anctie Tan 

den tvecden ^raad zijadc , 200 zal dc Inhoud van Let Iij>c}iaam 
mtgednikt vradcn door 

r= + C}. 

Het it gemakkelijk aan te loonco , dat deic en <Ic l>cLcii<lc 
fonnote met elkander orereeot temmen. Immers, nucmunde Ivvcc 
gelijkstandige aijden van het grond- en boventlut m' en in, dan 
i> dis der doorsnede op de halve hoogte ^ (rn -|- m'). Mlu heeft 
dns de ercnrcdtghcdcs 

B:6 = m*: m", : H — : i (m + ,«')', 

derhalve is V =z \h [B -j- G + yBG}. ' 

Die ovcreenilcmming hat lich aok aldua beloeren, filen heeft 
G = B C-~) ^^!a^B C-^) ; derhalve 

'F^i^{n + ^^)B + i^)B\ 

= ih[B + VSG -f G). 
Alle Khceve aigcknolte kegels zijn dus in^Iijka ia dezcUae R«- 
niulc begrepen. Voor gcheclc kegels cn piramiden ia £ =: 0. 
* = iG; dos r = \hX G. 

Voor eeao splieiiücbc wliijf DEfC (fi-, 1 , l'l. III), lal dc 
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ibnDnle («) mede van tocpaniiig moeten lïjii, dewijl uit de ler-: 
f^elgkiDg van den cirkel y* = 2m — x* onmiddellijk Tolgt^ 
dal de doonnede Y eeoe rationale fondic van den tweeden graad ia. 
Hen rtelle OA = r, OÜ = a, BG = A, J.nn is 

en Jf = {r'— (o + iA)^}»— ^ (J!ï + G) -f- V'^i 
dat F='sh{3{B + Gi + h*T}=^ih{S-i- G) + lh^,r, 
kelgcea met do bekende fonnnle OTereeasteml. 

Zg a + A =. r, aiidan terandert de icliijf in eea legmcnt; 
tot lioagln hebbende A. In dat geval ia £ = O, G = (2rA ~ A*} 

S e. 

Zij a*' + iy* = CS do vergclljkinj ecDer elliptische parabo- 

klde ABDC {Fif-. 2). Dc intiond ceoer trillekcarij^e door«itcJc T 

loodregt door de as OD, op den alitaod s alt den top, heeil 

1 ... 1 , CS CS «ca 

ijiijlibnar tol waarde t X y~ X P'-^ = r : eeno functie Taa 

^ a b yab' 

dcQ ceretco Qniad, De doortocdcn dna evenredig aan den abtand 

uit den lop iijndc, loo ia ff = i{B + G) 

en r= jApJ 4- 36} = p (B + G). 

Ondentellende dat G en .0 op de aiklaoden n en « -f- A gaunm 

lijn, heeft men G = ^„ B =. " ^* '^.^^ ^ d» 
■* l/oi' yab * 

V ~ (« + 

Zij ^ + ^ + ^ = 1 de vei^lïjking eener ellipaoïde. 

ACDB (Flg. 3), De inhoud F eener doonnede, loodregt op de U. 

der s, hier nitgedrnkt wordende door ^ (a* — x*) k, en alioo . 

eoio lonclie van den tweeden graad iijndc, zoo hccil men, ter 
liepaling yan den inhoud der acbijf, begrepen tusachen twee cven- 
wydige doonneden, gnomen op de afalanden « gq a + A uit 
t^et middelpunt: 

C = T(a'-.=)T, B (a= - (. + 

14 
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If = ^ - (. + 4A)")T = Kfl+C) + }. 

r= j * {3 (Ji + q A'»} = JA + C) + 1..^ * 

Voor d« Bebeda èWiwüdt u;9 = 0, 6 = 0, Jf=: Acr, 
A = 2a, dw r = {Mo- 

BcscIiOQireD wij tliaus een vat , waarvan de daïgenkromle ABC 
(Fig. 4) elliptiscli 15. Zij BE = a de halve ipoodtdïepte , AD 
= CF ^ £ de halrc bodtmimiddell^n , en de lengte of hoogte 
— h; toort» O — 6 = 0; dan lal de inhoud van het vat , 
omdat hier B = G = fi'x en ff = a*T is, nilgednikt worden 
door do eenvoudige Jonnulo 

Y = \/,(B + 2.1/) = i!rA(2o» + fc»), 
of V = i^A {2a> -f (a- P)' } = A [(a - ir.)» + 1 1.» } w. 

Bijaldt«i de daigenlromle parabolïich onderateld wiudl, loodat 
B de top en de lijn BE de rigting der ai aanvïjll, lal ie 
vergel^king der omvenlelcade kromme, E tot oortprong aanne- 

** 

mende, mlgedrnkt vorden door ~p(a — y) ofysa — — . 

De functie T- hier Tan den vierden graad zijnde, zoo blijkt dat 
de formnie («) niet naatuekeurtg maar slechts by benadering 
den inhoud van het paraholitche vat zat doen kennen, la dat 
genl heelt men voor het halve vat, G a'ar, .ff =(a — ff)' ir 
<n Jf = (a — ie)' sr, dos 

r=i. .*,(«■ + (a _ ,)■ + (2a - »,)■} 
= i*»{(«-J«)'+f,»'], 
cn fOoi bet gjbndn nt 

f = A {(. - {,)• + y,'] r. 
Biet bdmlp der infegranl-rckcniag , vindt men gemaUelyk voor 
deo tuunnAenr^eti inhoad 

r = A((._i.). 

vraarvan het verscliil met dc benaderde vaarde dei Ic geringer 
wordt, naarmate v licïner is io vergelijking van a'. Met ver- 
waaHoozing van den Inecdrn Icrtn, geelt elk der drie voorgaande 
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fbnnnici, de bekende beimileringt&innule toot mtioodibercke- 
lüas dcf ntea ita dliptifcbe oF ptnlwliMlie daigBtiLnMDte , 
nainelglc F — h(a — ie)**. 

J8. 

De argelnolle veelhoekige piraoiidea vormen slecht) een bijzon- 
der gefsl van iia soort vaa ligcbamen, die door tiree eTenvijdige 
vcelboekcD Tau hetzeirde aantal lijden •>, en voorti door n tra- 
pezia a\» opttaande zijilalken begrensd zijn. De ibrmnle («) is 
mede op deie soort fan ligcliamea loepaisel^k. Om lich hiervan 
te overtaigen, zoo Iaat de veelhoek ABCDEF (Fig. 5) bet grond' 
ilak , en abcdef ds projectie van bet bovenvlak vin toodanig 
ligcbatm Toonlellen. Na is het alt^d mogel^k eenige ^den van 
elk deier veelhoeken loodanig te Terlengeii, dat daamit tvee drie- 
boeken PQR en pqr onlttadn , dia onderii'og gelijkvormig inllen 
ztja. De overeenkomstige bijgevoegde driehoeken in beide ved- 
hoeken zullen inigelijki twee aan twee gelgkvormig weien, ver- 
mils hunne zijden evenwijdige rigtiagen bebben. Brengt men an 
vlakken door deze verlengde en evenwijdige lijnen j daa wordt 
hel ligcbaam bierdoor roet even loo vele driehoekige a^eknofte 
miden venneerderd , als er driehoeken in het grand' en bDvenvlak 
bijgcTo^ rijn, tenriji het ligchsam lelvs 3oot die Tenneeidering 
ïnigdiQka ia eena i^ekDotte driehoeUge {dntmida oveigqiun ii, 
welker inhoud = 1" i^; aUo vellw [ónmiden deieUde hoogte A 
tia het llgchaun hihheo. * 

StiHen de inhonden PQR en =:/ent;de «m 
der inhonden nn da Ingevoegde driekieken voor het gnHidflak~j9f 
en mr het bovenvlak tc t, Snogm w^den eeao even- 
wijdige doomede ter halver hoogte ; rij T haar inhood en jS* 
dat gedeelte derzelve, hetwelk op de bijgevoegde afgeknotte {ura- 
nüden betrekkmg heeft. Stellende eindelijk de som der inhouden 
van deze laalsle ligcbamen = T' , dna is klaarblijkelijk 

V = Y' ~ Y'i 
maar F'=\k{I+ir+t) en Y' = ^h{S + iS'+ê), 
derhalve F=\h{{r— ^ + 4 (/'— fi-J-H (• — <}}, 
dat is F = lh{G + 4M + B}, 

waarin wederom G , B ea het grond-, het bovea- en het 
middeavlak dei gegeven ligchaams beteekenen, 
K 6 



Digilized by Google 



130 OTER DE INHÖUDSBEBEEECnHa ; SKX. 

$9. 

Maken bienan eenc eerate tocpanlos op liet m Rg. 9 Toor- 
frcaleldc Iigcbaam , tot grond- en hovenTlak hebbende een' regt- 

Lalen a , b io lijdcn Iict grond- ea a' , b' die na bet 
boTcnvlak zijn; dan hec(l men 

G = ob,jB = a'b', K = Ha + a') X iib + b'); 
do» r = i* {ai + a'b' + (a + a') (6 + b')) 

=ih {(2o + b+ (2a' + a) b'}; 
«elke Ibnnide io^Iijka ijclilig is Toor ccno afj;ekDOlte Tierboekige 
piramide, ioiinen, alidan heetl men a : a' —b: b' 1: n, 
a' = (W, A' = tiA, (a + a-) (i + fi') = (n + l)»ai, 

/'=jA.«6 {■!+»» +(«;+. l)»)={A.oi (H-n'+«), 
of F = 1 h{ab + Kdio'A' + o'fi'} . 

Vi)ori'=0,eutb>tluTetiTlak in «eoo r(^eIyDEFoier(Fis.7) 
dn»£ = 0, Jf = i(«-)-,'ix iftrn r ~ik{2a-^a-\b. 

Db .ribbo EF ,])8n eeno evenv^ige ' Teqilaatang oiklaq;uB 'q> 
dcnzelfden oblond Tan bel grondvlak , aooder dat. inbond ybb 
liet ligchaam liienloor Tenndert. 

In JiEt bijiondcro genl »an EF =r iD, wwdt J^=iA X 
Do iohoad Tan een dricboeltg pinna voidt dui ook gerouden, 
door den inhand tan een der ïöt iqTlakkeo met den balTm a& 
«tand der tcBcnoTerliggcndo ribbe te TenneDigroldigen. 

Bijnidicn Jicl {^roDilvIak «n (lapeiimn ia (F^. 8), wdki eïen.- 
wijdigc lijden en IiooqIc door o , d cn o aanj^ircxcn vorden , IimII 
men £ = O, C = (a + A) en = ic {i (a+ o')+ i (6 + O-)} ; 
derhalve l'=iA{i(a+&)c+i(2a'+a4-i3c)=:JAc(a+fi+«'). 

Daar nu jcA den inhoud cencr doorsnede loodregt op do drie 
evenwijdige ribben voorstelt, loo volgt hieruit onmiddellijk , dat 
do inhoud van een willekenrig algeknot driehoekig pritma gelijk Ei 
aan een derde van dc mm der drie evenwijdige ribben veimenig- 
voldigd met den inhoud «ener loodregte doonnede , even ala ulks. 
in de meetkoiMt nit andve gunden betoogd wpidL' 

S 10. 

Om dü {mmuh üji cco afjuknot rc^rliotki;; [..nralUoijIiiedum 
(F15. 0) loc Ic i«!seü, neme inca de lijvlakkcii DU en AG tot 
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groncl' m baTenvlalilcii , cn dc ribbo &D lot hoogte aan. Zij 
.BQ AD= a, AB = A, AE = A, , BG = A,, CO =A, on 

DF = A. , dan ia G = (A, + h^) , B = {b (A, + A,}. 
Jff=:^r*{iCAi + Dcrlwhc komt et 

TOOT den ÏDlioiid «au dil Ji^cli.iam 

r=i«Ö{t(A.+A.+Aj-+-A,) + h^ + h^ + h, + »») 
= abxi (A, +A, + A, +A4). 
TixaT dc panicn E, F, G, H io heUolfdo vlak liggcni beilaat 
cr tusscliea dc vier ribben Aj, Ai,A|,A| dc betrekking A, + 
= + A, , wanrdoor dc voorgaando ailkonist Tcmndcrt ia 

V = ab X i (A, + A,) = abx i (h, 4- A,). 
Dc inbond ïoti tht ligelianm 19 dus Gelijli -lan bel i;rond*Iak AC 
TcnacMgTuldigd met een vierde van dc som der vier opataande 
ribben of met da belil \an de fora Tan twee dezer ribben die in 
betatlfde diagonul-flak %geib 

S II. 

Bij de bcsebouwing der nitgcholde ligchamcn, lal men (gemakke- 
lijk iniien, dat ook derzelrer inhondiberekcniiig Toljjons dc furmiilo 
(at) gcscbinlen kan, loudra zalks zno wel met bet geheel als mot 
hel aitgchoorde [jedceNo bet geval is. Om hiervan conc enkele 
toepanÏDjj to maken, loo Iaat de inhoud gcïraagd worden vnn het 
ligcbaam, dal van een' baiven bol otcH;; blijH, indien dczo door 
een cilinder van gi^even «traal conceulriseh uilj;cliulil wordt. Zij 
AG (Fig. 10) de ïlraal des bob — r, Gli die dea cilinders — t ', 
BE = y{r^ — r") = A. Hier ia nu B = O, G = A'» en 
*=(f*— iA»— r")T=ÏA'!r,dus V= JAx 4A^»=:iA»)r. 
VoOT het daUwIe Jigcbaam ia B=^0, G = O en X =: k*T, 
dot ^=|A't. 

Het uitgeholde ligchaam U hetidfde alt dnt, ODtilaande uit de 
MQireDleliDg dea eegmenU ABE om de I^n 06, 
S12. 

Behalve de door platte vlakken begrensde ligchamciii dio leedt 
Iiienoreq behandeld lïjn en tot bet gehied der lagere raeetkanit 
hehoonm, beataal er nog ecnc klaue Tan doof tchetc Tlakkcn be- 
grensde ligchanicu , welker i[ihoiidlfacrdxnm|; mede toot de toe- 
pauïng der Toniiule (a) vatbaar is, {relïjl wi) znlks thnns door cenïge 
Tooibeeldcn zuUca doen zien. 
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Vig. 11 attSh tea ligdiaam voor lot (;rondTlak hebbende cenen 
drièbtMli ABC, «o tot opitaailde lijvIaLkca een prallclogram BE, 
eeDtn diieWk ABD , en bet «cbesTe oppervlak ACED voorlgcbragl 
door do beweging cener regie ]ijn lanj^ de ribben AD.CEcneTen- 
v^ig ua kei grondvlak ABC , velk oppervlak , zoo ali bekend ïs, 
tot de hyperboliiche paraboltüden beboort. Dit ligchaam kan alt 
eene «wrl van Cimoïde bcmboawd worden , waarbij de rigllijn tot 
eene regie lijn overgaat. Snijden wij het door een vlak evenwijdig 
aan het grondvlak en op den afitand s Tan dc evenwijdige ribbe 
DE, dan ■• dcie doorniede abc een driehoek waarin bc = BC , en 
vieUu inlumd ilut tot dien van het grondthk >Ii ab lot AB. Hen 
heeft dol de ereniedighcad 

r:fl = Bb:DB = «!Ao[r=?G. 

De functie T'alcoo lan den ecnten graad tijndc, loo {;ceft de 
toepauiog der formnle («) , al> i^nde hier B—fi en M ~\0 
V =\kxiG = JGA. 

De inhond *an loodanig ligcbaam ii derhalve gelijk aan het 
(grondvlak Termenignildigd met de halve hoogte. Dezcirdc uit- 
koin«t verkrijgt men door den dricltoelc ABD iot grondvlak en den 
ar*tand der evenwijdige ribbe CE lot lioogte (e nemen. De |;eltjk- 
lieid ileier b^de prodoeten kan daarenboven met bcbnlp der 
«pberiiclia drteboeiraieliiig gemakkelijk betoogd worden, 

$■ 13. 

^ ABCDEF (Fig. 12) een ligcbaam begnnid door t*ea «ven- 
ü^diée driehoeken, ABC, DEF, een tnpeziam ADFG, entwee 
tobeeve fierboeken BADË, BCFE (*), zijnde daarenboven "de ribbe 



('] Onder tcheeven viErhook Tarilaan nij hier en in Let vervolg bet 
leheave qppervlik, beicbreveD door eene regio lijn, die ikli bence;;! Unc' 
tiveeoTenlunde en niet in heticlfda Tlak liggoDdo lijden ccni vicrhacks , 
en durbg eTemvgdiE blijn aan een rtak, dal door eene der Iwco OTcrtgG 
^'den eveowgdig un de ludeiG geliragt i>. Volgeni eene Lakende oieen- 
•dwp veriu^t man dui helielfde opperrlilc, wellie twee tagénoventunde 
cyden del Tieifcoek», lot li^afD UDgenom» wonlen, waaruit 

vdfl, dat ook de doomedan dg en ef (Hg. IS) r«sla Ignen tnlks «Qn. 
Zie endar aodeten b ■ei, Jnalgtt appN^uU é la eèmttri* 4 trviê 
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BE eTenwijclig aan het flak dea trapeiiunu. S^den het lig' 
chaam door eenig vlak abc eieDwijdig un en op den ■btand m na 
bet boTCDvia, daa ia Da : DA = Fc : FC X : A. Stellende 

na AC = «, DP = 6, dan ia blijkbaar ac = 6+ ^(a — 6); 

en aaDgetien de drieboekcn ABC, abc, en DEF gelijke hoogten 
beUnn , zoo vAgl biermt de erented^lteid 

r:J:C = 4 + |{a — *):»:«. 
Be fnselie T ia hier «edetom nn den eenten graad; t«ar 
« =: iA «oidt r = Jtf, du 11 ir = Jï, ol onidrt 6 = 
JT == i (jB + G). Derhalre komt er toot den inhoud 
y = iA(B+2(B+G)+G}=:ii(B+G). 
Mea TÏndt dien inbond alioo door de balre *om Tan grond- en 
boTeoTlakken met de botste te Temienigfaldigen. 

Hel Irapeiinm ADFC tot grondvlaK nemende, geeft elke eren- 
v^dige doormede de% vcderom een Irapeziara van gelijke boogie, 
n» dat men bedt 

7 : G = de -Kfg r DF + AC. 
Ia nn die doarmede op den^fatand x van de evenwijdige ribbe BE 
genomen , dan riet men tmttea in , dal 1' mdenim eene fnnctia 
Tan den eertten gra^d ^ntAt, > Tot» * = ^A , ia de = |DF en 
fg = ^AG, do) Jf>£ |G en £ = O , waardoor men Verkrijgt 
rfc5A(C-i-2C) ~ iGh. 
De iiihond vaq'dat Ijgchaam wordt êna Icvccb gcfonden, door 
den iohond van '^het trapaiam met den halven afalnnd der evcn- 
wgdige ribbe BI ^ vermenif^yDldigeo. 

§ 14. 

Zij AG 13) ccn ligchaam , begrensd door TÏjf trapezia AC, 
AF, BG, CII, AH, en ecnen aciiccvcn «icrhoek EFGH , zoodanig 
dat dc fier opstaande ribben loodrent op licl grimdvlak AC ataan. 
Men noeme deze l^nen, gaande door dc paiitea A, B,C,D, 
reapectievelijk a, h,o, d; wijdende cvcnwijdijje zijden AD, BC, 
fli, en A deneher alatand ol da hoogte rao het traperinm ABCD. 
$n^dea wij het ligdium doof een iIA abcd efcnwgd^ aan en op 
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ccn' arsland x van hsl tI:i!. AED!1, Tlwc iliii.rEiicdc la! ïiisjdijts 
een trapeïinm ilju, waarvaii cll Jcr ticaftijJijjc zJjJcn, cTCn ah 
dc baiis ad door ecnc riinrlic vun x van dcii ccriIcQ {;raad uilgc- 
dnilt wordt, Dc inhoud der doorsncJo zal gcvolgclijk ccoc 
functie vao den tweeden graad zija. Mca hecfl dus, het trape- 
ïinm AQ tot groDdTlak nemende, voor dat ligcliaam ïnigclljls dc 
Ërmole f = J A {B + 4ff + G), 

win C = im (a + jB = i« (6 -+- c) 

en *=i(M+ + fi) + 4(c i.. 

Derlitlve 

«elle aitkomtt T(dk(»nen ovmeDitemt met die « «elke door de 
intcgnal-rtiBiiing verkrq^ «oiidt(*), ' 

Cut het MpeiiaB ïn nn' ngdioefc «ver, Hmdet m s m midl, 
■lidu heeft mea 

r = i*» X (« + A + ö + <i). 

Id dat bijzonder (;e*U ia dna de ioliaed vaa het Ugcbtam 
gel^k aan hrt gnmdrlak Tenneiiig*iiMigd met oen vierde tin dc 
•om der vier opttaauds ribl)cn. 

S 16. 

Er betlaan nog vele andere meer umengeitcldc , door aobeero 
vierhoeken brQrentde ligchan:ien , waarvan nien zich, door onihia* 
ding in andere meer centoadige, {jeinakkclijk overtuigen kaUf dat 
zij mode ia de loepBuiog der formule («} vallen. Het tal- Tol" 
dooide i^n de oBTolgende voorbeelden hier aoh te voemt. 

Rg. 14 atelt eeo lisohaara voort begrenad door lirae even- 
wijdige driehoeken &BG, HEF, cm pnratlctogiaia ABED, oi tvee 
(chceve vieriioekon BEFC. ADFC Trckïcnde Ff evenmjdïè aan 
BE, en tüt f de Kjaa) !k, (B, iG, dan Iaat adi het ligi^m 
verdoelen in drie andere van gelijke hoogte, namelijk een drie- 
hoekig priama, cn twee conoïditclic ligcliamen roedg IiierTorcn 
($ 12) hehandeld. Dc rurmulc (b) voor elk deier trgcliamcn af- 
wnderiyk geldende, zal dus ook op het ^ansclie ligcliaam locpas- 
B^k i^n> en men leidt hteriiit gcmaktcl^k al, dat zyn inhoaj 
ge]^ ii aan het product vin de halve (om der grond* en bovca< 
vlakken met de \öo^. 



(*) Zie I,K.ScHii>r, Oigir. m itOtgr, nkmHug, Xe irA, Uidi.887. 
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5 16. 

Het wijjTormig tigcliaain in Fïg. ] 5 ïüorgcstelJ cn IiegrcnEil 
door liet vitrhocliif; j>roQilvl3fc ABCD hcl [larallclograai ]tCEF, dc 
drÏGbueLcn ADE, DCF, cn den schccicn vierhoek AËFI), verkeert ia 
hetzellde Qcval. luiDiciTi blijkt gcDDcgzanin uit dc inzage der 
Ggaar, dat het ligcbaam TctdeelJ kan irordcn ia ocd drichockijj; 
friima, eene driéhoekïge inramide, en cene coDoïde door het «dieme 
opperrlak begniiid, Deinhoad laat licL dus uitdrukken door de fonanlQ 

Om de waarde van M Ie Tindiu, dccle men de tijden AB, CD 
des grondvlaks midden door ia a cn d , dan zal de tierliock aDCd 
de gtoolle van JU Toorsiellcn. Trekkende nog de lijnen ag, dg 
naar liel midden g tan CG, dan heeR men; 

paraltelogr. Ca = ^ parallelogr. CK, 

driek. agd 3= 'i drieh. AGD, drieh. Cgd = ^ diieh. GGD, 
marail tolgt M = \G — \ drieh. GGD. Den inhoud *an 
dezen laatsten driefao^ = /-.iteltesde, beeft men, Tt^geos de 
Torigc ÜHmiiIe, 

r = j*{e - II]. 

iu« Afr = J), CD = 9, AiwjlB&D = «> koeit6DG = ^, 
dan kan de inhoad ook aldoa dtt[;edra1[t vorden: 
V = ih{0 - Sin. (. + 

S 

Zij AF (Fig, 10) een iigcbaam begrcn^ door Iwec cven\rijdifjc 
driehoeken ABC, DEF, en drie ïcliee?e ïierliocken ABED, BCFE, 
ADFC. Men Irckke oit de hoekpunten des bovenvljks di-ic even 
v^dige lijnen Dd , Ec en Ff lot op hcl grondvlak , en vcreenigc 
Tcrvolgcnt de ponten d , e en f , zoo onderling als met de drie 
hoekponlen A , B , C ; dan laat lich het ligchaam rerdeelen in 
TÏer andere, te welen: een driehoekig prisma cn drie wigTormige 
ligduuncn ran dezelfde soort als die welker inbond reeds iu § IG 
ondeciocht is. Elk dezer ligcliamen alioo in dc toepssinj der 
fannule (s) Tallcnde, zal men voor het geheele lij^chaam, ctcd ah 
TOOT eeno gewone afgeknotte driehoekige jiir.imide, niO(;en slellen 

«aubij na eonlgUik overig blijft dc wnardc van M uit dc gcgcrcni 
te benkeiten. 
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S IS. 

BeKdumvea «ij nog een ligchaain , «ellu grond- en boTCD* 
«laUea twee leglboden lijn, loodregt staande op de 11^, die 
hmme middelpmiteo veraenigt, doch «aamn de OTereenlHnub'fje 
z^den eeaen telewn Iioel met dkuder tormea. Zij ABCD 
(Fig. 17) het grondTlak, O xLja middelpaol, abod de pnjectiB 
Tan het boTeiiTlalc , <p de hoek tasKhen de zijden AB en ah be- 
pepcD. De fici orerige zijrlaUen vaa het ligchaam zijn scheerQ 
Tiethoeien , welker projecliën op het ^ndvlak door de fignnr 
aangewezen wonlen. Na kunnen wij hel li{>;chBam op de «^le 
van Fig. 10 vccdceleii in een regthoekig prisma , lot grondvlak 
hebbende abcd, en in tier aangrenzende wigïormïge ligcLamen. 
Stellende dan AB = a , BC = i . ab = a', bc = b' , 
AaT=Cc=/), Bb = Ddi=9, Tooris hoek aiB =: a, 
hoek bBA — 0, den inhond der vierhoeken ABba = CDdo = /, 
en dïm der Tierhoeken BCcb 3= A.Dda = -T, loo zal, inge- 
Tolg« het gevondene in ^ 10 , Ac som van de inhouden der vier . 
«igvoriDlge ligcbamen loE waarde liclibcn 

2 X iA {/ + ƒ' - ipq Sin. (e + (3)} 
— |A {o6 — n-b' — ^pq Sin. (« + (3)}. 

Hierbij optellende den inhoud a'b'h na het inwendige r^t- 
hoekige prisma, dal abcd lol grondvlak becll, zoo ïcrkrijjjt men 
Toor dea inboad des gegeven ligchaams 

r = ji {al + a'b' - i„ s,-,. („ + p)). 

£r blijft tbana slechta overig dcD lweedeo lerm in functie der 
'beLendeii a, h, a', b' en 0 dt te drukken, hetgeen aldui ge- 
(chieden kan. 

üït dc figour zelve Iaat zich bet navolgende ateltcl van vergc- 
.lykingeo opmaken: 

q Coi. (3 -t- f Cos. a = a — «' Cot.^, 
q Sin. P -i- p Sin. « = J — 6' Cm.<P, 
■ q Sin. — p Sin. « = a' Sin, 0 , 
q Co». P ~ p Co». » ~ 6' Sin.<P; 
naan^t verder *olgt| Aoot lermenigvaldigiag 

q* Sin.p Cot.ft + p* Sm.*Co».»-i-pq Sin.{tf\- p) 

= ab ~ (oJ' + tt'b) Ca».0 + a'h' Co».*0, 
f * Sin,p Ca*. P -i- p* Co».k ~pq Sm. (k + p) 

= — a'b' An.' 
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en door aDrcLling 

2pq Sin. {* + p) = ab+ a'b' — (oi' + a'b) Co», 

Dertialre is ^ 
r = \k{ab H- a'b' — I («i + o'i') + j (a6' + a'A) Got,^}, 
a F=z\k {iab + ta'V + (a'i of) Cn. 0}. 

Voor 4 = Of liDdt men 

hetwelk, zoD ili bet be&oortf met ds nillunut nm £ 9 Tolkomen 
oiereeiuleint. 

Voor 1^ = 90', komt ar 

F = (A(2ab + 2b'6'} = ^ A {06 + a'6). 
dexen ilaiul ran bel bovearlak 1 00 pen lijDe lijdea wedenm 
ercQVÏïdif aan die ra^ bet gnmdilak. De lijTlakken bl^*ai 
echter icheere vlerboeleiij cd ntt dim boofds- ïi ds lultte nitkomit 
nncbilleiid rati dif , «elko mm nArygt door in f 0 a' en 
met elkander te TerwiMelea. 

Hel lïfchaam wdki inbond thanf in fimclia van den 
bod ^ geTonden bebbcn , kan beicbonvd worden aU dat Ttn 
Fig, O in Gcnen Terwron^cn toestand , waarbij het bovenvlak om 
lijn middelpunt gedraald en een' hoek iJ) dixirijeloflpGn beeft, 
tcrnijl dü opstaande ribben regtlijnig [gebleven zijn, Dio inbond 
lal, blijken» de toot Y geTondcno fnncUe, lermindeien nair- 
gtlug de boek 0 grooter wordt , en alm nja mtiünmn beroken 
ïoor $ = ISO". 

$19. 

Ook in bet meer a^emeene geval waarin de eTeBwijdige penf 
«lakken veelhoeken van belielTde aantal zijden, en de' orer^ 
njvlakken tcbeere vierhoeken zijn , zal men de ronnale(fe) van toe- 
patring kannen maken , dewijl bel ligchaam , donr het verdeelen 
dezer veelhaeken in driehaekeo, in eren zoo vele andere ligchamen 
verdeeld kan worden , die door driehoekige grond- en bovenvlakken 
'en Mheeve vierhoeken begrensd üjn, en die elk in het bijioiiüer in 
hel geval tan $ 17 verkeercn. 

net ia echter niet noodzakelijk dat de beide veelhoeken, welke tot 
grond- en bovenvlakken strekken , hetzelfde aantal zijden hebben. 
Ondenlellende dat er in het bovenvlak M zijden minder zijn dan 
in het grondvlak , dan lullen er n schecve vierhoeken in driehoeken 

Ila Dan , II" StuK. L 
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oTcrgun, Mca geraaLt alux» tol deze meer algcoieeae uiücomtt. 
J)o inhoud ean elk ligohaam , tot eteinogdige grond- en boven- 
rlaiken hebbende (wee feelhoeken ton een willekeurig aantal 
tydtn, m OBerigeiu begrensd door drithoeken, vlakia en ackeeva 
vierhoelte», km benköid toordin door ilf /emuh 
V = ih{B + iM+ G). . 

S 20. 

Om \au deze «ooM Tan llgchameD ïiitgelijkt eca enlet voor- 
beeld tc [^Ten , ticlle mco lïch een ligcliaam voor tot grond- 
ïlak hebbende een' regclmaligen lefhocl, lol oïcnwijdig bovenvlak 
ccd' gelijkiijdlgCQ driehoek , en wijders tot grensvlakken drie 
[jclijke Ticrkanlea, en drie gelijke fjclijkiijdige dricboekcn, alle 
lï'lkc fijiiroR op Ci'lijte lijnen bescijrevcii zijn. Ijnal AB a 
{Fij. 18) de lijdc vnn het (jrondvlak of Tan den zesliock ABGDEF 
voorslellcn ; CQ abe de projcclic van bet boïcnTlak, Uillioofde 
lan den symclriekcn voim van bet ligebaam, vonlen de drie op' 
3tn:indc vierkanten geprojccteertl volgens de drie gelijke rotboeken 
Ab, Cc, Ea, en de drie opslaande gelijkzijdige driehoeken volgens 
drie gelijkbeenige drielioekcn BCb, BEe en FAa, waarin elLe 
hvelc aan de bari* 30° is. Men slelle de inbonden van elk deier 
re^ltHieken en driehoelen = /, t, en dc booj^le des lijjebaaais 
=^ i. Dit de fi'nnr volgt terstond 

(;'= OJ! = Ji + 2 {I + i), dus / -j- ; = '.II. 

2q ^jder» A'B'C'D'E'f' do projectie van hel middcHTiak Jff , 
dan » (MeA. fi'C'b = ^i, en re^fA. A'B'ab = i^/j deriulve 

of AM ~ 9S + il. 

Mmt Bb s iap^S, I = ea B ^ ia*t/'S ^lA, 

no lwolk 'men / = f jB, en du> 4tf == ISB. Duhilve- 

y = + iSB + es) = v>m = ia'ki^s, 

qI, otnda'i h — l^a* — ^n') = ay\ is, 
$ 21. 

IletcLauwcn wij img iicl geval iraarjn bel ligebaani lol grond- 
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vlak beeft een* wUkkearigaa n^hotk ABCD.,..^;, 19), en 
waarii^ bet boieniUk in eene I^d A'S' orcagtat, die 
en erenwijdig ii aan eene der dgdeo IB det groudiÜt. laten 
C', D'.... de tnijdiDgtptmIen aanwijien Tan die Iqd A'S' met 
vUkiai gaande door de boelpimten C, D.... eTCDWÏjdig un 
eenig willekenrig vlak door de ribbe BB' jjcbragt, en nemen 
tot greniflaLkcD aan, het parallelogram AB', en de schccre «ier- 
bocLen BCC'B', CDD'C... Zij verder abcd..., de dooruiede 
ter hahcr hoogte, dan is het gemakkelijk te bevijien, dat men 
ul hebben U = ^G. Immera, trekkende nït C', D'.,.. de 
lijnen CE, D'F, erenwijdig anu BB', en snijdende ab iit 
de pnnten e, f. é.., en nit c, d..,., de lijnen cc' , dd'. . 
mede ereniFijdig aan BB', dan zallen de veelhoekea Bc'd'...*É, 

bed , gelijk en gcüjkvormijj vezen. Daar vijden £o'=iEC, 

Fd' = JFD, eai. is, zoo Tiodt men bierait lentond Jtf = \e. 
Do inhoud van het lijjchaam heelt doa lot vaarde 
■F = sA {G + 2G} = iGh. 
Deie- uhkoBUt ; onalhankelijL tijnde van het aantal i^dcn des 
gnmdvlaks, too zal de vooi^nde fonnule evenecni gelden, 
bijaldien de veelbocfc in ecae villekenrige kromme lijn, en het 
ligchaam alioo in eene conrndo overgaat. De inhood ceeer 
concüds , door een parallelogram be{rronid , i> derhalve gelijk aan 
het kromlijnige grondvlak Tcrmcnigvoldigd met de halve boogie. 

5 22. 

Het voorgaande ul, naar wij verfronweo, voldoende i^n om 
(e doen licn «elke nilgcalrekte toepatnng lo de (tereomelrte te 
maken ia van' de fonnnle 

r = fA {B + 4jf ^- Gj. 

Wg «illen thant ove^aBii om op gel^ke «ijn aaa (e fopoen, 
dat er ook eens groolo venchcideobeid van lijj-cIiamcQ bestaat, 
welker zvurfepiiDl üch door déoe en dezelfde formule laat bepalen. 

Oodentellen «ij wederom dat de Ijgcbamen door tmc evea- 
vlakken op den afilaud h begrentd zijn. Zij jr= /(f) 
do inbond eener evenvijdige doorauede, genomen op den afiland x 
van het bovenvlak , dan lat de aFiland X van hel zwaartepnnt 
des ligebaama tot dit laattlo vlak , naar dc bekende grondeo der 
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(lalica , nilgedroLt «ordeD door Je rornmle 



X — i 



I( DB T vau '^n vonn « ^ + dan vordt «ene 

rationalc ruaclic tsd dm dcrdcD graad , en men ul derhalve , 
injevolyc liel in J 2 bctoo^^c, mogen ilellco' 

cn das 

S!''ni = i4{2*/()i) + 4/(*)) = S4' {2« + C). 
VooflB i> ƒ* Fïi = r = S4 jü + 41/ + 0), 

° ^ = *{Ff4F^J 

Scie formule is na blijkbaar van tocpauing op ai de hicr- 
vorcn door om bnchouirdc ligchamen , al» lijnde Y voor eU 
dcritUc cenc ralionalu functie *an den eeralen of Iweeden (jraad, 
Itdcnl men den afstand K ran een vlak evenwijdig aan het 
boveoilak en op den ofiland s boven lielielve gelegen, dan 
lieclt meo meer ilgcmecn 

«g + (4» + 2A] Jf + (« + A) G 

J 4.« + G • • 'VJ 

De loimnics (0) en O') laten licb beiden eren gcmaLkclijk 
in liet geheugen jitenten. Men lat namelijk opmerken , dat de 
termen van den icllcc nit die tan den noemer afgeleid wordcD , 
door deic respeclievclijk te verin cnigvnldig en met de afstanden der 
ilaktcn B, M, G lot het ïlak van telling. 

Bij liet gebruik der laalsie fumiule, zijn die ar>laadcD 
*i " + jA, a + A, 
en bi) het gebniik der eeistc 

O, JA, k. 

IndicD G y B ii, dao ligt hel iwaarlepunt beneden de belfl 
der hoogte, en wet op ceneo alaland 



3. m 

De plmlt nn bet swuitcpirat » tAta door eene der «oor- 
gunde fimnoln nlel volhnun bqmid, «emuf* men daareaboven 
eene lijn behoort to tennen , vuntp htt cmartepDnt Qelegcn it 
hetgwB TclcD dep htaroiW) tennsMe ligdumen met «rcmig 
morile te vinden U~ 

J23. 

Toorpriematiicbelijjclianicp \bB — G= Jtf,(iu3^:= A.g^=r J/i. 



Voor eene ifgeknotte ^tamide beeft nwo; de Qel^litandige njden 
mn gnnid- en botenfUi wederom « en m' noemende , 

Toot het lipduao ïo Fig. {6} Towgesteld^ heeft men (j 9). 
ff = a'i', e = ai, ir s= i (« 4- a') (i -h 

dl» x = \h f - «'t' i 

Venuidert het botenTbk in eens regte |^ evenwödig «en bol 
pndtkk, dan faerlndt lieh de formale (|^ tot den: 

terw^l de eatind van bet nnuHepatit lot bet enrndvlok nl uil- 
gedrnkt mndcB door de (brraole 

Nemen wïj tot voorbeeld het aijrcknotle drieSnelige priima (§ 9). 
Hier i. G = ic (f. + 6) en = (« + & + 2a'). Du» 

l 3 
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ea op dueifüe wijze Iaat zïcL de afiland rao het iwaarleptmt 
tot elï der oTerige djvlalken bepalen. 

Voor de coDoide vut Fig. II (§ 12) heeft men G =z ZM, 
datJia = jA. Bjj deic soort van ligrhamen ligt olzoo het iwinr- 
IqHmt op een- derde der hoekte boveu het grondvlak. 

Vow het ]i{[chum in Fig, 12 «oorgedeld ii, wanneer men ABC 
tot BnndTlak neemt ($ 13), M = UB + G); derhalfs 

= ** {e + 2{S+q + b) (0"+^} 

Nemendo daarenli^cn het trapeiiam ACFD tot grondvlal bbq, 
dan heeft men B = O ta M = iG; derhalve 

Het zwaartepunt ligt doi leTens op | der boo5le *an de ribbe 
BE boten het grondvlak. 

Voor bet h'gchaam in Fig. IS Toorgcsteld, heeft men ($ 20) 
G = ft», M='iB, ^ + 4Jf+fi = 205, 
du J? = iA. 

Het xvaulapnnt Itg^t Mudn op j der hoogte boten het 
gnmdfliik, 

$ 26. 

Daar het cwaarlqmnt bij elk omwenlelingiligchaam op de u 
aeln gelegen i«, aal de joirie ligging van dat pont eeniglijk met 
bchn]p der formalB (0) innnen bepaald worden, loodra de vet- 
gel^king der omwentelende kromme bejjrepcn ii in den Tom 
y — y{» + + yx*). 
Voor eene ipheriache schijl ig reeda vroeger {§ 5) geranden 
B + iM+G = 3[B + G) + A»»i 
deriulve u hier 

= {3 + e) + A't}* 

0[, stellende G = R*ir en B = R'*v, 
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U R' = O, ea ius = 2iA — A*. du' Lomt a. Voor 
den aftHnd van bet zwaarlqnint' tbd eeO' ipIwriMA iqnibiit 

l)Cncden do baire Iiooijle, 

Zij A = r, dan is X' — |r. Bij een' halren bol Iiflt der- 
balw liet zvaarlepont op | van den atraal bovm bet g^snddak} 
«die vïtkomit ock oomiddelijk a^«id kaa woréea uit de fimnnle 

- '-41»+ C' 
waarin dan (? = r'^ ca M — jr'jr | G is. 

Volg«n« bet gerondeae in $ 6, beeil men Toor ëene leb^f 
ecner eUiptiache paraboloïda^ iC ~ ^ (iï 4- 6), dut 

en DDidit G;A = «:a-(-A, lomt er 



' in een aegment over, dan «ord 

ligt das op I der boogie gereken, 
iji cener ellipsoïde hecll men , i 

^-**ï ~ ^^Ac 1 

U (G 4- -^ ^ AVJ 



Gaal dc ich^f in een aegment over, dan «ordt » -O, en dus 

liet ivuarlcpoDt ligt das op | der boogie Qcrekcnd Tan den Icyi, ;, 
Voor eene scbijf cener ellipsoïde heeft men , inrjevolGC § 6, 



Vooreen elliptisch wgnient wardt^=Oen (2flA — 

wauDÏt tolgl, even nla voor een sjiben'scb ngmenl gerondeii li, 

- = *'{|^}- 

HSj eene hain eIIi|)«dMe it dka bel iwurtepont, even «I> bij 
eenen bolTen bot, ) der hsógfe bovoi bet ([roiid?IaIc gelegen. 



Het it gemakkelijk in te tien, dat dc fomiule (/3) ook It^irc 
loepaning vindt bg nilgeboldc ligcliamcn, zoodra tulka loo wel mul 
het gebeéle ligcbaam a)a mei bel uir^cboordo gcdcclle het gcva) is. 
L 4 
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BeMboawen 'nq , eten ab in ^ 11 , bet 'fmi na ta' bal ren 
bol door MD oUindeT oaneenbiieh mljdoM. Hod heeft dtdin 
fi = 0, 6 = h»ie,M=ih'w = }€ en dofalre 

- = *{^}=»^ 

liet nuriepimt i> du gelegen op S dei hoogte boven het 

Toor een ephsriicb oFeUiptiicIi segment, dat door een' ïegel 
TM hetalUfl gnmdilak en deiellde hoogte nitgcboord ii, ul de 
fiRmuIe (Pi, vmia nu gel^lgdig S = 0caG=Oü, 
tenttnd.doeB latn, dat het nmntqrant vu 'bet oreridqTeDde 
a qi de hilre hoogte gelden. i*. 



S 27. 

Om ïi^elijLi een paar Toorbeelden (e kiezen uit de door 
scheeie oppervlakken begrensde ligchamen , loo ilrekle daartoe in 
de eenie plaats iict lijjcbiinrn in Fig. 13 voorgeileld. 

Al«dan is (§ 14) 

dot Lomt er 

' U{<,^-d)^-n(fi-!-c)+{m + t.)(<.^-i-^c + <^)/ 

voor den a&tand 'Van het zwaarlepimt tot bet vlak BQ'G. 
h m = n, dan Teranderl de voorgaande uitkomst in 

(g + rf) _ (f, -H c) l 

S {a + b + c + di- 
NcmcQ wij in dc tweede plaats het ligchaam in § IS hehur 
deld (Fig, 17). Tolgeni Let aldaar gevondene verkrijgt men, 

met tocpaoing der formule ^ = ^ X - ~ toot dén 

a&land van het iwaartepimt beneden de baire hoogte 

_ 1^1 — ï 

' \2ob + 2o'b' + {a'b + ab') Cos.^S* 
Indien <^ = O ïi, verandert dm nilkonut in 

X, _ °^ — a'b' 1 

^ 12 {ab + a'b') + ab- + a'b]' 
even ala rceda vroeger 23] gevonden ii. 



om DB naoDDffiBBimBmtHi, ms. 



146 



Voor 4 = 80° , komt er 

Bg de eonoïdiKhe Ugehunen Tan den ntm in $ 12 bewbollvd, 
M=ie i^sde, mltX = Vi. 

S 28, 

Ten lloUe deter loepaisiDgcn zal ha nit^t overbodig te Mbten 
^n, hier nog bij te voegen, dat de beide furmulet 

r = iklD + m+ a] 
- ' b + 4Jf + g) 

' terat» lil benaderiDgiToniiDleD kmutcn gebruikt worden, om met 
«enCD voldooulen graad tod naaDvkeori^ieid dm iidtotid en liet 
xwtortepmit Ie bepalen vod elk WUekearig ligchaam, dal tnnolieo 
twee «miwijdije flikken bealolen i>. 
Te dien eïnda Todeèle men den afaland A deter beide gren*- 

ilakken in een eTcn atnlal « gelijke deelen toodat 

en noeme de inboDden der door de opToIgcnde deelpnnten gebngte 
erenwijdige dovrmedeD, (e begionen met bet TOOnIe (KanÜ, 
ratpectievelijk ƒ j , . , .Ir. 

Ka ul de inhood der icbijr, begroten tnMdben.ds vlakkoi 
en Jj op den artland 2« van elkander tenr^derd, by bau^ering 
kunnen nilgedrnkt vorden door 

l<»{/o + 4/, + /,}; 
die ener n^ende icbijf, begrepen loucben de Tlakken /, en 1^, door 

+ 4/. + ƒ»), 
en op ^Igke vrij te Toortgaande, vindt men eind^k toot den 
inltood der laattte tchijE 

De >om dezer partiële inhooden geeTt alioo Toor den benaderden 
ïnlurad lan het geheels ligchaam , de IbnnnlB , 
F=J«{/o-M/,+2/,+4J,+2/4+. . .2/-- H-4/_i+/«),..(A) 
«elke, onder den navdgenden Torm gejcbreren 

r=l. {/o+/rHa(i,+j,, ..+u-ïn-ni^+i, . . .t-i)} . . .(B) 

den bekenden r^el Tan SiKnoR Toor de- tabondiberekenüig dor 
ligcbamen qJerert. 
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Mai neoiB namelijk de >om van de itiIumdGn der beide dvmwij- 
dige grfuiIaUen, telle daarbij op hst dubbel tbs de «om der 
inlioiiden na de doonneden, gaande door de deelpnnten nn enne 
nngofde, en fonta nog bet oünioiirf' ran dia der doonoedeit, 
gaaode door de deelptmtea nin OHtvtne nngoide. Het piodact 
dezer looi, mei eea derde nn den aKland der oprolgende door- 
sneden, xal den inboad van het Ugchaam opleieren; en itdki met 
dei te liDOgeren graad van naanvleori^icid , naarmate « of het 
aanlal doormeden grootcr wordt genomen. 

Bqaldien de beide greDdlalken TcrralleD , neemt de katite 
fermule dezen meer eenvondigen Torm aan : 

Oatitaat het ligchaam uit de omwenteling eoier kromme nn 
de ai der ahsciigen , en noemt men de otdidateD M dis dedpon- 
ten der aa beboerende, achferto^eni' fg', y,, . . .jra, dan 
gaat de algemeene formule {S) over ia 

^=f«{y5+ïi+2(ai+yi+..y^,)+4(3fï+y!-+yjLi)}-(B') 

§ 29. 

Door eeoc (^clijkeoortigc lianJcIvijzc Iaat tïcli ouk Iict iiraarlc- 
pmit Tan bel ligchaaui IicpalcD. Noemende ircderom X den af- 
stand van dat pmit tot bet voorvlak Iq, dan ia gelijk aan 
db aom der momcntoi der bicrvoren bcichonwdo deelen dea lig- 
flhaams ten aanaen van hetiellBe tUk. 

Voleens do formule = *f „ 1, bwlt men, voor 

hel moment der eerste schijf begrepen tuMcben en /j, ' 

J «■ {2/. + = s «■ {q. ƒ„ + 4./, + 2/,}i 
voor het moment der Tül^'ende scbijf 

|.- {27, + 3.47. + 4/,}; 
en -roor de oierigc schijvaa , ac1itcrvolj>ena; 

{4J, + 5.47, + et,), 
{87, + 7.47, + BI,), 

5.' {(« - 2) I.-, +'(. - l).47-._, + »/.}, 
vaarait door optelling afgeleid wordt 

YX=\»* {4/,+2.2/,+3.4/,+4.2/i+6.4/,+...(ii-l)4/*_i+(t/,} 
en wijdera 



f 4/.+2.2J,+3.4J,-t^.2/4...-K.^t)4/.-,i-NiJ, i ^ 

Het loopt tenloid in Iietoo^ dat de teller nit den noemer deiei 
breuk a%eleid vmdt, doot de termen van deien laaiden retpecti- 
vdijfc te vermeoigTold^en mei die der arithmetitdie reeks O, (c, 
2a...n»f dat ii met de afitonden der achferrolgende doomedea 
tot liet Toorvlik I^; en bierait laat zïch dm voor de praklijL eea 
eenfondige t^I opmaken Ier berekening Tan X, wette ook de - 
geduitte Tan het ligcbaam lij. 

Bijaldien er Qeene plalle gramlakken bestaan, en doi I^ — In—O 
ii, Terandert de vorige formule in de volgende: 

, 2f,+2J.+3.2t.+4/.+...-K»-l).2;.-i ) 

l ;.+2/,-h/,+2/....+2/.-i 1 ' • 

vaarin de teller op gelijke wijM all in de fimnnle (G) nit den 
noemer wordt afgeleid. 

Toor een «»nventeliopUgslu>m gddaa deuUUs fivmnlea, met 
nmdmDg deolita van / in y***, erca tit ia $ 26. 

S 30. 

McQ zal {;em,tkkelijb iniien dat, vanneer men in de rormolen 
(A) cn (C), ƒ overal door y vervangt, de cente alsdan b^ bena- 
dering den inhoad doet kcmiGn ecner irillekenrige vlakke kromme, 
besloten tusechcn de ordinalen y^, yn op den afstand A, en do as 
der abscissen; terwijl de tweede den afstand van bel iwaarlepunt 
dezer Cgaur lot de urdiriaal y^ , cn dot ook lot de as der ordi- 
natea lecrl bepalen. De afstand van dat pnm lot de as der ab- 
toissen Iaat licb thans met behulp van bet theocema van Gdldih 
mado bepalen. Stellende ntmeliik dien afitand = F, don geefl 
èa Tei|eUfkiag 

2»f X /«A. = r, 

r = ^x-^, 

a». Inh.' 

zijnde Y de inbond van hel omwentelin^Iigcbaam door de kromme 
voorlgt^ragt. Men heeft gevolgelijk, op grond der formiiIl?>[BQ, 

~*l y,-f-4y,+2y,+4y,...+4y„-i-f-y, j ' 
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wtatdoor na do liggiog tu h«t iwaurtepatil clqi Inmlijiüsai tn- 
boodi Tottoman bepnld ik 

De 'fbnunléi (B) «n (D) ook door Enuwiis, in bet 

iMe Deel z^ner éiatiékfultr Körpif, 2e drol, bkdi. 202 en 
203, obduM» onder een minder algemeenen vonn, medegedeeld., 
en (ddaar oit andere gnmden argeldd. 



§ 31. 

Nadat de voorgaande bijdrage reedi aaDfcbodcn en <ec opname 
ju dc verken dpi Genoottctiapt beitemd vb», hen il, door de 
Yriende lijk Leid van een' mijner geaehte medeleden den Heer 
L, J. Ülxi:<, opmcrkiaam gemaakt geworden op een tink, 
TOuAomendc in het Archio der ISalhematit und Phygik , 
10 Td., 3 IIeft, onder htt opscLriflr Veber einen alfgememen 
Lehnatt der Stereomefrw, med^edeeld door den nilgeTer Prof. 
J. A. GafiiHT, en in^gka ten doel liebbende, een betoog 
met eenige toe p mi ng ea (e lexeren der hicrrorea belundelde 
IkidiiIb foor de iohoDdsberelening lan Inticlien tvec CTenwijdrge 
vhUen b^renïde ligdiamen. 

Oit bet aangebailde «tnk , welks iulioud mij vroeger geheel 
oilidund «aa, ii mij inlaucben gebleken, dat hel betoog dei 
•du^TCra niet oUeen teer Tenchillend fao bel nüjae, m ook 
ndadcr cenToodig ia, maar neb dasreoboTcn eenigl^lc bepaalt tot 
het genif vaeiïn de inbond der doomede door eene ntionale 
fonetïe Tan deo toeedm paid nwfgcitdd mndt Ik heb bieibij 
tereu tot m^ne borreemdbig ontwaard, dat nik een verdiaute> 
Iqk wiiknndigB Prof. Gi&hbt niet ingezien beeft, dat de 
formule evenzeer geldt, bijaldien dc bedoelde fanelie (ot den 
ibfdm graad opklimt, ca er ia dal gCTal gcene afionderlijke uit 
meet termen beslaande formule ge»ordtrd wordl; loodat deic ge- 
leerde etcnmin alt do Heer &. Baix lo JBnIyit (wicn noglani de 
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«er toekooit , <le formule Lel «nt lideod gonukt en op eakele 
llgohHliaitoe{;«{iailtebebben]eringetIugdlchynl, do loonraarde, 
«aarasD de geldigheid der tormole ferboodea is, naautcteurig 
te doen nitkoincD (*). 

Danr vijdcra de vcrhandelitig fan den Hur Giömr geeae 
toepauingen bevat op ligcbamen door Kheen opperflakkcii be- 
gieiud, en bovendien geene mehliDg maakt van bet bestntn eena 
g^kfoort^ fimnule ter bepaling der ligging van het nrurite* 
pnnt, zoo TCrtroaweD vij , dat onte voorgaande bijdrage, ook na 
ds bekendmaking dn aangehaalde TCihandelbg, alt geen' nutte- 
looien oT oieibodigen arbeid lal mogen beichonwd worien, 

behooren erenwel niet onof^emeikt te laten , dat de 
«Arijter lyn betoog ook in toodanigen ram Tooigedragen beeft, 
dat daari)^ geene kennit der jnlq[nu>l-TekenIng ondenteU «ordt; - 
en nik* bepaaMelqk met het lufièl^ke doel , om de itdllng in de 
ondeitiatlge ibrmnle opgesloten ^'tütlioofde Tan haar nnt in bet 



{*] Ha hier i&faiuohen hoedanig de •chrijver otct dm irbdd dai 
Heeraa A, Ban oordeelt. Ha opgemaricl te hobbeu , dat he( gotobiin 
mi den Beer LuoifiKY (en aaotien dar niikuodige lüenGheid Teel Ie 
TrenicheD oiEiIaat, en bij het;eBD eenlgenoemde teedi bekend Bemaakt 
bad , nieU beUaErgki gaiaegd heofl; «ijdan, dat da Heer Biix de Ibr- 
mulu niot alQumeen betoogd, maar aluehli bjf wgM Tan Indaolie sa- 
Touden beeft, lut bij lich aldat uit: 

Jueh ickeini tnir IIctt Bbii den Sal: voclx niehl au/ ttinen toaltm 
Jaidrück surüi:kge/ükrl und die tigenlticlicii Bedingungmt unitr 
datin tr alUin güilig ijl , nachgca-iete» su luiben , wof mir nath- 
miidig SB teya tcheiitt, iceim dor tcart Wa-th und dit nsAr* Sdtu- 
Mg fyrtMtn, mmU litaoiWiieftar aU a«ci tn preititüktr Btdn- 
ia»g, gMrig Aow^rksiM wnd tit '» Lükt gm*m wrim uü, 
lek wrdê mit dahtr trlaMtm ditim dir JitfMtrktamMt gtmit $§hr 
IMrthim Qignubnid in dtr vorliegeadt Abhandlmg tiner ganB nnm 
ümttnuokuKg ra mttnettfin, vod ia jtder Bctiehuag in atiu gehS- 
rigtt i4At tttlUm, mamtHtlich aach don Safx au/ ieinen icahrtn 
AatdrBtk xu Miig*n taid dit tigenllich» Bidingung seinrr Gülligktit 
naeh su «tistn nmlu», 

Wij loodea echter beioheidealgk raa oordeel igo, dal de aanmer- 
kiogcn T>n ProC GiüaiaT, in de ■angehialda ngalj Temt ten nadeab 
T>D den Heer Ba», ook groolendeeb op tijne elEene ondénoeUnsen 
kooden toecepail worden. • 



Oru DE laHOODBBKBMKMUC , RqS. 

«eUadfgOf mollig te doen linden io het eleineidalni ondeni^ 
der ilenbigetae, bgno^eri^ un wodmlge iiu^tïmea, weUer 
itroUiog meer van 'pnktiicliea of teohniBchm uid ii. Doch ooL 

in dat geval is dc door hem ingealageD vcg, naar het om toot- 
komt, geenuiaa de eenvoud ijjflc ; tooral niet, wanneer de inbond 
der dooniiïdc door cenc rationalc fnnctic van den derdeH graad 
ailgcdrnlit nordt. Hoeatcn wij de bedoelde «Iclling ia een elemen- 
tair werk owr de ligcbsamamcting opnemen, dan louden wij liau 
aldoa ' Toordragcn en bewezen : 

Indien eent^ ligckaam door lioee ccenmijdigB platle vlakken 
r.a>i wilickcurigen t:orm bcgrcmd ii, en de inhoud eener eten- 
tcijdigi; doorsnede , genomen op eenigen a/stand x tan een dcaer 
rtakkcn , uitgedrukt icotdf door eene ralionah eertle- , Iweede- 
0/ derde-maglifunclie van den ajatand x , dan cal de itüioud 
ran toodanig Ugckaam gevonden loorden, door hel sesde deel 
Tan de hoogte of oan den afstand der beide grenstiaktm , U 
rermenig^ldigen met dc som tan de inhouden deser rlaiicn, 
Tcrmeerdcrd met tiertnaal den inhoud eener etetttoijdige door- 
tnede ter kalter hoogte; dat ia: dc inbonden Tan hel grond-, 
iuTcn- en middenvlak iloor C, B m Hf, en de hoogte door A 
tDorttellende , dan zal mm licbbcn 

hih. — r = ^ A [7f 4- G + 4Jf} . 
§ 33. 

Lant, om zulks Ic betooQen, de hoogte h ia een aantal van n 
gel^kc deelen a verdeeld, en door elk der deelpnnlea eene lood* 
regie doorsocdc j;ebraj;t worden. Stellen wij den inhoud Y ecncr 
doonoede, op den afttand x, in het algemeen door TOOr (*), 
innnen de iohonden dezer n — 1 doorineden achtenolgeoa 
aaBgewezEG worden door 

ƒ■(«), F{2x), F{Zx),...t\n~\)*, 
en dio der linde Qrenivhikken door f (0), ^(11») of F 
z^nde hierbij 's ~ -, 



(*) Bet ii hÏGtblj onccriclitlIiE; , of do abtaad m feleU weide nn 
ccn der GrenitlulLkcu , tlan nel tbd ««dïi punt ittUen of t*MM> list 
ligchiBiD eetcgen. Imrneri F (f) Teianderl hiBidoor nlat Tan aazd, en 
men kan ■Itijd eon deter boida laifila gaTallen (ot het outle lemgltniicen, 
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lüu is (Ie itiboud F blijkbaar BclcQcn tmschcD dc «om ilei in' 
wcndige priama's, die de doorsaedca F {Q) , F {»), . . . F {n—1) a. 
tot grondvlakken en x lot lioogle hebben, en de som der uitwen- 
dige prisma's die de doorsnedcD F{a), F {2a),. .. F {ttx) tol 
grondvlakken en deictrde hoojjte a hebben. Men kan alzoo V 
bceeboawcn als dc limiet, waartoe elk der producten 

.{f(0) + fW + f(2.)..,+P(„-J).). . .(.) 
» {f («) + f(2.) + i'(3:.) . . .+ƒ(«)). . .(b) 
meer en racer nadert, naamiale a kleioer oF het aantal jjelijkc 
declen n grootei gcoomea nordt. Het komt er ahoo slechts op 
aan om dc vaarde dei er limiet tc vinden, in de onderalelling 
&t men heeft 

= A + Bj) + C*» + Dj?» , 
welkiO limiet altdair «venzrar ^deo nl voor de geTRllen , waarin 
d(i'«Di^ëntai Gf.D.^flk a&ptdcH^k of fd^^ig nol worden. 

Hgkbw Imu mm OiaUm enifttkif jtei^ njtdfoltUDgei^ <'''('>): 
nnr «el|mll«&, gebniLnit devgl, ty elk in liét bytn^^ b^, 
de bedoelde .Uoiiet .ludufnw, Vplgeqi; Itfriif* tieff^.meo ioqi. 
deo inhoud -van het ligdiaam 

r = i&i. ~{a + b« +. c» +d«' 

+ A + B. 2« + C (2»)* + D (2«)' 
+ A 4- B. 3« + C (3«)* D (&«)• 

+ A + B. + C (na)» + D (««)'J. 
Stellende, ter bekorting, 

1 + 2 + 3...+ n =r Sin), 
1 + 2'+ 3»..+ n*^ S(n>), 
I + 2»+ 3»..-h »»== 5(11»), 
xoo kan de voorgaaade ifllclniklin{; , na verrangin^ van it door 
ook' aldoi ([eielirefeo voideni ' 

n j j L 1 ■ ^W ^('•') 

Om no nog dc limieten der breokcn ' ' ti* ' — 

te vinden j namelijk de vaarden «elke Jeie breuken mki^gea in 
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■Ie oadcrstdlinu vna n = «> , hedt men voor Je cer.le, zoo al. 
bekend i», 

en ii"-. S («) = i. 

Wil men de waarden iS («'), 5 («') hiet met ali hetend 
aannemen , mo kan men iletle^ 

S (n') =: an* + bn* + tM, 

waaruit onmiddellijk Tolgcn ion 

en om dan deien eocfficient a spoedig te bepalen , kan men aldua 
te werk gaan. Scbrijvende » — 1 «oor « , km beeA men 

j![„>)-s((«-i)')=»»=«('.'~(— i)'H<» 

hl welke tergelgking men, bij de ontwikkeling «an hel tweede lid. 
emd^k nl lo letten liebbcn op den coëffiotSot tan »* , wntó» 
de óTerigen nul wnicn. Die verGclijking ffxlk dan lentood 



Op gdgke wgte rtellende 
liccft men acUtertolgens : 

*(»■)-«((«-))■) = ••" = «(»•-(« -i 

ii'=W, 

Hienlaor geeft de formule (c) toor de JuWe wawde na dm 
ntad, r = J(i 4- P' + iö' + • • ;• W 

F(0)=i. 
F (1») = l + tB* + JCI' + SDI', 
F (A) = 4 + B* + a' + DA' , 
waaruit alfeeleid wordt 
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F{0) + iF (ih) + F{h) = OA + 3BA + SCi' + i DA', 
of B + iM + G — e{A + II!/, -H SCA' + -}D/i^}. 
Oete oitloout met dc fonnnic (d) fcrgel ij Lende, findt men on- 

wuuioor de stelling op eene elementu're w^te betoogd ii. 

s«- 

Het laatste gedeello Tan het voorgaande bewijs had ook, indien 
man nilks mkiesscl^k acht, in dier voege laoDen ingerigt worden, 
dat men neli daarbij Icn ondereook coontelt , de waude im Y 
idt te drbkkfln lo eenc functie vaQ den vorm 
h {pB + gM + rG) . 

Alsdan kan de bepaling der onbekende coëIBdënIcn p, q, r op 
de volgende wijze geschieden. Id de eerste plaats is het klaar, 
dat /) en r aan elkander B^^k lollen njn , vermits hel bij de 
inhoadsberekeninc ontemAilIig moet vmen, welk der bdds greni* 
vlakken lot grond* ol bovenvlak oangmomes wetdt, HiBrdom ver- 
andert V in 

l,{p{B+ G) + qil). 
Schr^venile nn voor Y, B, G ea M hopne reeds hiervoren oj^e- 
gevene «aarden in functie van A, dan komt men tot dc identisebe 
«npiqkinj 

p {2H-BAh-CA'+»A') + 9 (a + iBA-t- iCA» + iDA»} 

= A + iBA + iCA* + iDA», ' 
welke de navolgende ter bepaling van p en {'oplevert : 
2p + 9 = 1, p + if = i, P + i9 ^ i, p -i^ is = h 
Deze vier Teigelgltngen , die met elkander oveRenitemmeadD 
geven p = 9 = }, en v^ien alno de mogel^kbdd 
aan, om dm inhoud F in eene fimclie van den aangcnomeit 
Totm üt te drakken. Men heeft derbalvc 

r = lh{B + iM + G) 
of V— U{F[0) + 4F(iA) + F{h)), 

eren ali noeger. 

§ 35. 

In plaats van deie laatste focmnle, vindt de Heer Giükiii, 
Ile DiBL^ I* Sin. n 
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ZOO alt reeds liicrvorcn npgcmcrLt is, eenc andere uit ciVr (ccmcn 
beitunde, te veten; 

en inlti door ceoe vnj umslnjjligc .inalytis, «ellLe iaderdaad alt 
niet zeer gescliikt ic achten is, oni daarvan, bij cenc elcminilaicc 
faeliuidcliDQ der zaak, met Tnicht gebruik te maken. Die formulcv 
waanan do foepsttitis sleedt minder eenvoudig i» don de Torige, 
ïta aogtam op eeae tna gsauUd^ke wgM ab den hatita be- 
toogd «onleDt Hbn itelle oamelqk: 

r:=h {pF[0] + gFiih) + rF(lh) + »F(h)], 
dan ii liet «tderom duidelijk, dat, aangezien olk der beide 
grentvlakken als oorsproDg Tan telling kan aangenomen warden « 
de coiilEi^icntcn der lieïdu uileule Icrmcn , even qIi dio der bode' 
middebic, Qclijke ivnardca zullen licliiicii, cn men alioo itellen mag 

r = i (pim + ƒ(/.)) + ,(f(s/o + Fa *))). 

Sob^fl men nu hierin roor F{^h) en F(^h) hm vraatiea, 
■^ekid uil die van 

F(A) = A + BA + CA> + DA', 
dan komt men tot de idcntitcke Tci^dijLiog 
p{ZA + M + a»4-DA»}4-g {2A4-BA + *a' -hf DA') 

= AH-iBA+ia'H-i DA», 
«elke ter bepaling tbu p ca g ^ecd : 

dol p ^ l ca q i, waardoor de juistheid der formule (e) 
IwweEcn it. 

Bij de toepassing dezer formnle onderstelt men , dal de hoogte 
de* ligobaoDu in diïe gel^ke deelen verdeeM it, en de in- 
bonden der door de beide dMlpnnten loodt«gt genomen doonoedcn 
bekend iqn. 

$ 36. 

Oe norgaande betohonwbg heeft ont üiant lot bet meer 
algemeeoe Traagitoi gddd , (m , ingeyal de inbond F eenar 
mlldnnrige donwede don eene nttioniile »d«mBgt»fimctie Tan x 
TOorgetteM wordt, co men de toi^ h ia n fseJf^ke doden 
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vcr(lticll,*alHlaQ den inhoud V de» Hgcluums uit te drulkcn door 
bet product der lioogte met eene fhnclie nn de ïnlioiiilffl der 
beide grennloUen ea der erenirgdige doomeden gaande door 
dc n — 1 decTpanlen, 

Het lal ODien lezen, naar wij Terlroutren, niet ongcridliQ 
zijn, indien wij hier noj ecne algcmeene leemijie .laten volgen, 
waardoor dat iraagstok voor alle {>eheele waarden fan n kan 
,opgeloit worden (*). 

Te dien einde oodersclieidcn wij twee ijuvallcn Icn aanuen 
van K. Dat getal kan namelijk eren of oiistien tijn. 

Ie Gktil. tt = 2in. 

Het aantal doonneden is dadan oneven, en loo men de beide 
grentrlakkan mederekent, faottaan er, Ier «edenijde der donnnede 
gaande door bet midden der_ booj^e, («dk fumt wij bier. ft4 oof 
tpcoi^ Tan leliing aannemen) «t *endiillende doonneden. Laat 



(*) Toot im ml do Thkke infaoaden fan Lronuna Ignen betiell, 
tindt men hof naagituk raeda op enne algemsBue wijte opgelott üi 
o^ Un Jan lEt37 door ile 1* klatii vait htl C. N. Instituut uitge- 
gerene veriiindeUag , golilald: Théorit des earaettrittiquei tmplayiti 
Jan* Pauatyn natkimalique , pog. 25 el icq. Door in da aldur Tet- 
kTOgana nilkonuUn, voor da lengten der ordinaten de inhouden dar 
doonneden ts lulxtitueteD , wordon die uïlkoinilea op do inhoad*- 
beiekening lan ligcliBmon loopagaelijk. Do oploaiin)! , welko yrg thini 
mededeslBn ia eohter T«n dien aatd, dat ig geenulaa de Itennia onder- 
■teU dei ligiandBre Uwotle, die hel onderwerp T«n gemalde irodiande- 
lisg nifaMwkl, en alioe uwr algemeeit ut ktuueq'begte^ wmdn. 
Wg bdiben «Idaar leyeat opgemoikt, dat iceda Htwim atoh nMt daia 
betdioawiag betig giAoaden lioeft , dew^ MttMut d^trtnUalü 
Atm Inlaleit legel bent, docb londer bgmgiDg ven eenlg bstoog, om 
den iotiood «ener bomme door middel van vi4T edinaten te beiekeaen ; 
Urwgl na liem Cona dat ondenoek voortgeaet hMft lot op hel gond 
Tam tlf ordinaten; waarbij TerrolQeni doorSmiiia, vóórhel goral voitefn 
MatMit aantal oidinalen, no' ecnc correctie lafbl U getoegd gewoidsn, 
len ebde daarvan att bpnadctingt hulpmiddel gebrnik, te maken. Geen 
deter fweè laalate wiikundigon sciiijnt iutiuacbon bel beloog ijjner lonnn- 
lea, waartoe nog al omilagtige beiskeniogea gevoideid weiden, bekend 
gemaakt Ie bebben. Wy lien hieruit dat om onderwerp vetre af ïa van 
nieuw te ijjn> Keoe dgemcono oplowing dea vraagainka ia echter, voer 
100 Teel wj} weten, nog door geen' wiikundigo gegeveni 

K 2 
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nu ilc rii iltiiT o])ToI|;enüe doorsncdi^ii naai rangorde vborgedKid 
«orden door 

K«, r^,, i-,, y^, T„-x, T„, 

en de algemGOie «aaide van Y , door 

y = F(«) = ■!„ + a,* + a,*' + Un^". 

Dc getallen-cocOicicnlen , waarmede fwcc Icrmea Y .p, \p in 
de te bcplen functie lallea aangedaan lijD, moeien du wederom, 
om redenen reeds irocger aan^Toerd , geiijlc waarden hebben , 
zoodat men voor de ovcreeDkoraiti^ cocfEciËnten naar dezelfde 
rangorde , lal kunnen stellen 

A„, Aa, A, A„^„ A„. 

De oplotung Tan om vraagstolc komt derhalce neder op hei 
bepalen deier ooËfBctëaten , in de ■Igemeene Tergelijkiug 



Zl) O = ^ — ^ de afitand nn Ivn oprolgende doomte- 
den, dan is Tooreeftt ' ' 

W^ers faedl men, omdat Yp := ^{f»^ n, ïo liet algemeen, 
'Ap{Y.p +rp}=:2^p {oo+a^»«»+«j>t««.. .+a2».p>-'«ï-)i 
eo hierin toot p aohtemlgeda 1,2,3. .,m «chrijvende, en de 
oilLomsten mbititaerende in bef eente lid der Tei^clijlinQ (1), 
bekomt men, na behoorlijke raogscliikLing , ccne aitdrukking van 

A{£offlo + 5,o,i»> + jB,ai(s*..,-t- BmOimit^''} , 
irelkc, T9or alle waarden van a^, Oj, a^,,.,ttim identiek moe- 
ttüAa ign met de bieiroren opgegewne rd toot F = / T^x, ' 
tot 'de DRVoIgende nitkomiten leidt : 

^ — 1, B, = 4m», *j =: f m*,. ...Smzn ^^^ m'". 
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De waardim tao B^, Jï, ,, . li,t«ii z\c\i mut ntii,!. unjcllc 
uil de IiierToren vermelde snb^lilutiüo opmaken; en liicrdoor znl 
men lol hel naTolgende stelsel vao m + 1 vergelijk in gen geraken : 



waaroit ia elk btjioDder genl de setaDes-ViardeD der m + ) 
coêIBciëDtca ^ lumen bereleid worden. 

5 37. 

AIiercDS lot eenu locpasaiog deicr lergclijkiojjcn over Ic gaai:, 
achlen wij Iicl niet onnuüig hier nog eenc andere wijie Tati \k- 
MhonwiDi; mede Ie deelen, waardoor meu het looi^aandc slelsel 
(«) Ungs eenen meer eeiiTOudigeQ «eg Tcrkrijgea kan. 

fiur namel^k de cotiBdSolen A anafliaiikelijk zijn vao die , 
«elke in de algemeens «aarde Y = F{x) ToorkomeD, zoo 
moet de Tergelijkiog (1) eïenicer gelden , ïoor litt geval waarin 
elk der coiifficiëotea a, , aj...a„ gdijt nu!, cn dus V — n 
gesteld wordt; als wanneer ook JL-p = ïjj = «o» en verder 

V = / Y^x = aji wordl. 

v_\h 

Hierdoor aa gaat dlc vergelgkÏDg over ia 

. iJ^ + ^ At...+ J„ = i, 
«elke dcielFde \» als de eerste der TergclijkïogeD (et). 
Voor y = o,r', liccit men 
r=z \hai«iH', Jv, = 0. r^p + rp = 2a,p>x^, 

M 3 
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Op gelijke lïijiG komt er, voor X ~ a^m* 
F = lAoj»*»», ïo = 0. ï"-? + !>= iotf*»', 

du ^, + 2*-^, + 5*'^» ... 4- = 4.^> 

en uo voMipande lot aan Y = ai«x*", lal men achtervdgeiu 
al de nrgiel^kiiigeti vatt het ateliel («) faekonwn. 

$ 88. 

Nemen «ij thanB tot voorbeeld het geval van it = 4 ofn=2j 
zoo heeft mcD, belialre de beide greiuvlakkai , T—^, Yt, nog 
drie op gelijke arilanden van elkander verw^derde doomeden of 

Inssclipnv lakken l*—, , Yai Yi- Ter bepaling der coëfficiënten 
A, hebben Bij (inn op te lossen de drie Tergelij kingen 

Uit de beide leatalen vdgt onmiddellijk 

m, = Ji. d« ^. = 1 , .„^, = 2 _ l; = 

en dt de eenie, 

^o = '-2(r: + .ï) = i- 

Derhalve komt er voor den inhond 

r = i{i2Y^ + 32 (r., + r,) + 7(r., + r.) j. 

De zoo even gevondene formnie kan onder anderen dienen Ier 
berdeDÏDg vaa den ïnhond eens ligcbaams, voorlgehragt door de 
omvre»(c1iii{; eener parabolische kromme, lot vergelijking hebbende 

y = a + 4- , 
en zulba om de ai der x of om cene daaraan evenvijdige a«. 

Ia die kromme (evens symetnek iai aatuien van de a> der y, 
dan lal dc fonnnlc kunnen heHeid worden lol deze; 

r= i(cr, + 32Y, + ■JY,). 
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Hen neme bijv. bet ned> in $ O vcnnddo Vat met parBba- 
liwbe daigcBkromle , voor hetwell aldur gevonden ii 

dan beed men, omdat = ih* ia, 

— o'*, 

derhalve 

= sf*-' + '2 (» - »0' + ' (« - .)■) ' 

of f = ^ [45n» — 30«r + Ot>} !r 

= * ((« - 5»)' + i*»')'^ 
hetgeen met de aldaar opgegevcne «aarde geheel overeenitemt, 

II» Givu. it = 2ffl -f. 1. 

5 39. 

llul aautil duüTsaeden nu eten zijnde , zal men , hel midden 
der hoogto vederom lot oonjHvng van telIÏDQ aaonemendc, de rij 
van de inhouden der doomteden knnnen voontellen door 

r.„..,.r.i, r.,, n. n....ri„ 

mariu de lieidc uilcrslu lermcn dc grcnnlaUcn zijn. De coêlli- 
ciüntcti vour tucc doorsneden op gelijken afstand dcier vlakken 
gelcjren, wederom gelijke vaarden hebbende, zal men thans moeten 
voldoes aan de vergel^king; 

j,. (2) 

Ia de bepaling der coclEcicDten A kunnen wij ihons naar de 
laatile der hicrvoien vcrUaordo handelwijzen tc werk gaan^ 



i' 
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Zij d.n .mlelijl ï = «. , da. T = »^ , dm ,en.J.,l d» 

2*{J„ + ^,....+ i.}., = ^^, 
™™i™iei J. + J + A. = ». 

''=!".(|)"=j".*.(^)', 
r,=:0, ri, = 2»,^)', 

du ' ' 

a{ii.+(i)-^.+Q'^,...+(!»)'x}.,.'=i»..(|)' 

A, + 3M. + 6V,...+ .'J, = i,^. 

Op ffjfk. .ij» ,»%™d,, al ™ .„„ hrt 1^ ™ 
• = :»■ + 1, Itl KTDlgadi «iM niiel^kiiiga., u, im- 



/l„-l-3M,+6M,...+,M.= }.^', 
i 



« = S or>» = 2, dan .ij» de op u l»™, ™re.lijliD5eo ia>: 
^. + 81^, + 625^, = 
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5 40. 

Ten einde ods vraagstuk zoo algemeen mojjelijlL te Leliandelen , 
Uqft 0D« nog OTerig de eind vergelijkingen («), (P) op eene alge- 
meeoe w^ie op te lossen , m alioo de brmnlo ta doen Lenneu , 
mudoor elk der coëQïciëiitea ^ t^Wreeks m loiiettfl na « of m 
kan nïlgedrukt worden. 

Bc^nnen «ij met het «leisel (>}. Het it klaar, dat de eerste 
dsnr fergelijkingen slechts dient om do waarde van uit de 
TOOrof gevondene van , A^.. . Ie berekenen, loodat irij one 
slleea hebben bezig Ie handen met de bepaling der m gmolHedeD 
)• ■ ■ '^•nt door middel der m Tergel^kingen : 

^, + 2*^, + S«^,...+ m^Am = 1.^, 

At + 2*"^»-|-3ï-^,. m't^'Am = 

VentieoigTuIdIgen wij de m — 1 eerale ve^plijkin^en , naar rang- 
orde, met de onbepaalde coëlTiciënleQ P, Q, R,...Z, en tellen wij 
dc prodnclen bij de laalsie vergelijking op, dan zullen al do termen 
iBH het voorste lid dezer nieuwe vergelijking , met oiliondcring 
Mn den eersten {P -\- Q R +. . .Z verdwijnen, 
indien men' de aangenomene coelCciëalcn ia dier vdege bepaalt, 
dat sij voldoen aan de m — 1 vergelijkingen; 

p 2'Ö + 2*iJ. . .+ 22('" -1) = O, 
/» + 3»j2 + 3*£. . .4- 32 <« -1) = O, 



p 4. +«?/!...+ «at-->}=: 0. 
Dit DD lal lonnen Qcidiiedeii dgor de getallén 2*, 3*,.. .«•*, 
(ê beichonven els de wortda der (m — iJ^vnufttrraifjielgUiig 

waaruit, in Dverecnsletnmïng met de leei der hoogeTCnu{tiveTBt- 
lijkingcn tmiand vul|;t, dat ± P-gel^k un Ket pndoct der 
getallen 2', 3' . . .m' ; q= Q gelijk aiD da nm hmmer prodne- 
ten met weglating van een denelven eni.} en — ■ Z gel^k aan de 

n 6 
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«MD deur gelallen moet gauniKn «orden ; geldende bier het bo- 
nntte ot codente teekea nau dat n oneren of ctqi ii. 
McB heeft deifaflve ter bepaling van den cocSieiËnt de fimnnle 

Dhi echter do noemer van Ut ffiinkm de weirdo «oontdt 
«dis bet prodoct (» — 2*) (« — 3*]. . .(« — m>) rerk^t . 
iaSm mm s s= 1 «telt, en du vervangen hn votdm door 
± (4 — 1) (8 — 1). . . .(m* — 1), naar (fat m oneven of even 
ii, no kan men» eenigl^kop degelalleo-vaaiden naP,Q,R... 
lAt gevende, vow At acii^ven 

Om jj, gel^'ke v^m te bepden, bedt men In de voor- 
gaande getdlenrei 2*,S*....m*, ikchu 2* door 1 te ver- 
vangen, en ab dut aan P, Q, R.... deieUde belcekenii all 
hiervoren to geven. De ooëlGcient van A% vetll^ lltdan 1^ 
de optelling der voormeMc produden, tot WBBide 

2» fP + Q.2* -i- iï.2*....+ 2ï&— ')}, 
welke oierecnLoint mei die van het pmhicl 

2M^-]) (r-3')....(^--n') 
voor X = 2», namelijk ± 2» (I — 4) (8 — 4),. . — 4). 

Noemende dan P^, Qj, de vaarden, vrclkc P, Q, 

~ 1 dit geval bekomen, «W vïndt men 



^.=M — a 



- 4) (O - 4)....(,»' - 4) J 
Dc overige caiiOiciëctcn laten zich Llijkkinr dour Morlgelijkc 
formolcs uitdrukken. 

Stellen wij, om die aljircmcenit formuica op een voorbeeld toe 
te panen , n =: 8 , of m ;;=: 4. Se functie ï' is oltdan ran 
den acbtifen graad. Nu beell men 
P= 2». 3'. 4' = 576, (> = O' 4- 6' + 12' = 244, 
7£=4-*-Ö + lfl = 2ö, 



(4_i)(a_i)(i8-i) 
'.ld + -^.lO') 

3.8.15 j 
_ 16 . 12.315 - 244.63 + 28.16.45 — 35.1 
~46 l 316 



6248 



P,=UM'=144,IJ=8'-|-4'+12'=18l',H,-=l+8+16=28, 



'~ 8 ( — 3.6.12 J 

a (3.315 — 169.63 + 26.18.46 — 36.266) 



i, : 



315 
484 
Ï4Ï75* 

P,=U".4'=a4,8,=2"+4'+8'=84,S,=I+4+ie=21, 
1_",6- 



) + 3.18' — ■i.ieO 
"6^:8 j 



- 2.9 

_ 16 | 4.15 — 84.9 H- 48.6 — 6.266 | 2944 
— 3Ï61 46 i — 14176' 

P,=1.2'.J"=38, 9,=2"-|-3>+e'=49, «,=1-1-4+9=14, 
_ „ j l2-g.l6 + 2.16.-;.ie. } 
— O" l - 7.12.16 J 

_ 131.45 — 4 9.38 + 1024.6 _ 989 
~ ~ ■ 273.7.15 "* 28360* 

Uiuli^ komt nog 

*^ 

A,= l—i(,A,+A,-l-A, + A,) = — ^. 

DerlialïO worit do iahond F in iel B«"l n = 8, nitge- 
drukt door do foimale 
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ratiQonlu Ic vcrmenigTnldigen mei de aritaodcn der aclilciTolgeodc 
JoonaedcD tot het vlak van hclvelk de artlaod X Qelcid nordf ; 
helgeeo CTeoeeDi in bet bijzoDdere gtia\ van § 26 gcTondcn is. 
Ais bcDsdcringBlornHile bctchonwd, zal ccfaler do zoo even fpvoa- 
deso Toer deiellde waarden *3n a naauvlenrigere dtkomileD dan 
de loatitgeaocmde opleveren. Blijlbaar zal de fbrmolo (3) ook op 
een even aantal doorraeden locpauelqk te maken zijn, door sledili 
in den noemer den term A^To to doen TernUoi, ea «^den «oor 
eiken term JpTp te .wlirijccn Jp^ifp^f, OTaenlÜiIMtïg de 
in § 36 aangenomcnc nolatir.' 
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OTEB BEITE HBBKWUBIIlliB DIIUUUSCHB EIGEHSCHIP TIK BElfE 
BIJZOKDBnE SOORT TIK DBIEBOBBIGE FIRAKtDEIT. 



Wanneer een llgcluam ach geheel vrg , of om eene TStfe «1, 
bewc^ , lal niet alleen de meeidece of mindeie mam van dit 
Vgobum t '^■>" gedante , en do v^is wurop de mtna 

in hel ligcbaam Tcrdeeld ïi, vin invloeS i^n op de vencfaignselea 
die dch de beweging voordoen. Wordt bij Toorbeeld aan 
eenen homogenen bol, door ecneo achok, waarvan do rigting niet 
door xijn middelpunt gaat, eene aoelheïd medegedeeld, dan zal 
lich bij de Toorfgaande beweging ecnc roDddraaijende voegea , tan 
eene a«, loodregt op liet ilak , dal het middclpoDt en de rigthig 
Tan den ichol bevat ; en deze ronddraaijcndc beweging zal aland- 
vaslig om detelfde aa blijven loortdaren , iodien zij door geene 
Tan bnilen aangebragtc omsEandïglieden gewijzigd wordt, Is echter 
de bol niet homogeen, loodat het middelpont niet meer met het 
«waartepant te lamen valt, of wijkt de vorm van bet ligcbaam 
eenïgiini van den zniver bolrormigen af, dan zal met elV «ogen- 
blik de at, waarom de draaïjende beweging plaata heeft, in het 
ligcbaam laa Helling leranderea, en een oppervlak be»chr^renf 
dat Toorar door de analyse kan aangewezen irorden, indien mei al 
de omstandigheden kent, die de zamenstelling van het ligchauD^ 
en den schok dien het ondervonden heeft, bepalen. 

De natporing van deze en van andere tot hclzclfdc oadtTwcrp 
beboorende Terschijnsclen, die van zooveel bel.ini; zijn voorde 
jnïite kennis van de inrigtieg van ons zonneslelsel , heert ge- 
dorende eene reeks van jaren , na het ontslaan di>r Iiuoi;cre analy- 
n(, den ^ret der grootste witkunsicnnnrs gnnndi.- gcIiouJcn ; en 
honne ontdekkingen hebben voorzeker niet weinig Ii ij ;;ed ragen, om 
aan de sterreknnde dien laisier te geven, waarop zij zich thans 
met regt beroemen kan. Echter zijn de wellen, die de vcrscbijn- 
aelen der hemelligchamcn regelen , volmaakt dezelfde als die , 
Tolgeni welke onze «erktoigen op aarde ach bewegen j en ia de 
N 2 
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iTcrlitDi{jlutuIe der bemcilijchamen een oDderwcrp, dat ons door 
lijnc TcrbcvcDbi?id liij voorkeur aaolult , niet minder beloonend im 
de oasparinj; derzuirdo wcllGn , bïj iniigliDgen , dÏB nn zooveel 
invloed zija op aatea maatichappelqkeii toestand. Elke bqionder- 
beid,bae gering ook, biciblj ontdekt, .kan tol meer gewigti^ 
l^ioDderlied«) leiden , oT, door andeten nader ondettocht en nït- 
gebicid, in gewigt il^gcn. Valt de toepauïng eeoer ontdekte 
waarheid niet oamiddcll^k in het oog , aTs vaarbeïd beeft rij eeoe 
plaats in den kelen der meDicbelijke keniüs , en kan di» hare 
bekendmaking nattig lijn. 

Het ii Toornamelijk deie gedacbte, die mij aanipoDide tot de 
mededeeling ?an de volgende beacboaningen over een onderirerp, 
waarop mijne aandacht zich hel eerst vesli^de, ten gevolge tan 
cene vraa^, duor ont Wiikundig Gcnaolsc!};i|i voi>ri;c»1fI[l, Ie welen: 
1$ het mogelijk eene driehoekige piramide, mn ccne tan hare 
ribben draaijende, tegen een vast punt te doen botsen ^ zonder 
dal die ribbü eenige uitwerking van den schok ondereindt ? 
Zoo ili mea nit bet volgende zien zal, vind ik wel de mogelijk- 
heid ^ om aan ecnc in rust zijnde piramide, wier zamen stelling 
aan zekere voorwaarde voldoet, door eene kracht, eene rood- 
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ring of iniieeping , gepaard met cene andere (jrEcliiklo verdeelin" 
dec alioo weggenoraenc mx-s i, de rijliny der liolgin;' loodreyt op 
het zoo even genoemde vlat kunneti bren;;cn , cn zundoendc dm 
schok werkelijk, zonder dat de as gedniLt werd, kannen doen 
plaats hchhen. iUaar met Aeit wijzl<iinj in het zaïnenslel der 
piramide, kan de vraag dan nog slechts voor eene bijzondere 
■oort van piramidea bevestigend beantwoord worden , namelijk voor 
dezalke, waarin twee ribben geraadeo worden, die elkander regt- 
boekig kmissea , en dao indien sg om een dezer ribben draaijn. 
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Eenc omHuidigbdd, die men onmogel^L vooraf kos vermoedea , 
CD vier medededbg daaiom bdiogrijk kaa zijn *oor ben , die 
nch ook met hel prakti(clie der werktuigen bezig bonden, ^ Immera 
konden bij'Seaig werklaig boltii^n loorkomen ion lichamen, 
die den piraoiidaleD Tonn nab^kwamen, ea vaaraaa men dan ook 
bi| Toorkenr de borengezcgde gedaante ion geven, met in acht 
neming der orerlge aangevezaiu oinslanJighedcn , die dienen 
kunnen oin de ilruLkiD;; op de ai zoo gering mogdijk Ic maken j 
inaur louniamelijk, indien ile Imlscnde li;;rli.inicn al eene andere 
gedaante mojjlen litbbon , k.m liet iiitr Injiantielde ïoorbeeld 
Jecrcn, van liuei.'i;! invloed cono ^\}'.iz<»Z >" G«laante lian 
weien, en iiadtre onder;o^Lii,;.cn tLi,ir»,Mtrent uitloLlcn. 

Ter zake, hebben »ij dun; 1° uit tliuuric door den Beer 
J. P. DtLFiii in zijne Dynamica voorgedragen, de omstandig- 
heden geioclit, waarutider eeu IlgeLiam , door eene kracht, om 
eenc vaale as iu beweging \aa tfordeu geLragt , zonder dat die aa 
tenige uitwerking omStrvindt; 2° gezocht onder welke voorwaarde 
ecuig ligebaum, indien de draaïjings aa aangewezen it, in die oinelari' 
dighcdcQ kan verkeerenj en 3° daarvan eene loepassing gemaakt op 
de driehoekige piramide, die cm eeu van bare ribben moet draaijen. 



1. 

VolgeoR de theorie door den Heer S. P. Sufiat, in lijoe Syntt- 
mica (S 105 en volgende), Ocer de beweging van een ligc^m 
om eene taste as, voorgedragen, zal, wanneer die as de ai der 
a van een rcgthockig coürdiDatcn-ileliel ii, eeoe kracht Q, wier 
rigtioQ boeken a, ^ en y met dé coürdinaleu-asKo maakt, en 
«ier aangrijpingspunt h , i en h lot coördinaten beeft , aan zalk 
een ligdiaam, welks maisa Pis, eene boek versnelling G mede- 
deelen, bepaald door de Tonnute (zie § lOS) 

e(A Coa.p — i Co».it) =- n*P (a) 

wsarin n*i* bef moment van. traagheid der maua P, ten opzigle 
Tan de draa^ings^ voontelr. 

De drnkkiogeo, welke bierii^ die «■ ondergaat, rijn dan, loo 
a en i de met de anen der c en der y evenwijdige coördinaten 
van het iwaarteptmt der msMa P vooraldlen , (lie $ 109) : 

1* Bene kracht J7 — X langi de ai der x , aangewezen 
n 3 
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door de formule 

X' — X = Q Coi.u +^ bP. 
2°. Eens kncht ¥''—ï laags do ai der y, aaageweieo door 

3^ Eeoe kracht Z' — Z laogi do ai der s, 

Z' -r- Z = Q Co».y. 
k?. Een toppet L' — L loodregt op de n der «, 

L' — L — Q(f Cot.r — k (7tw.p) 4- j /«Jf*. 

6". Een koppel S' — N loodregt op de aa der , 

31' — 31 = Q{h Con.a — h Cos. v) + ~ fy^m. 

Zal nn do draaijings-as gccnc dmkkin^cn oudergaan, loo moeten 
deio krachten en loppcla ieder in hel bijrondcr gelijk nnl rijn. 

Omdat men het vink der .t.: door liet zivnartcpant der massa P, en 
het \lak der xy door liet aaiijjiijpiii^sjiunt der kracht Q kan laleo 
giaD| zal men nog = O en A = O kunnen stellen; en hier* 
door verkrijgt men dan, toot do Toorwaardeo dat de a> geene dmk- 
kÏDgen ondergaat : Q Cot, <c = O , 

Q Coê.p —— aP = O, 
Q Co».r — O, 
Qi Cm. y H- - fietgm = O , 
■ *G 

— Qh Cot.y -i /u«(fm = O : 

g 

uiL de eerste en derde Tan deie voorvaarden voljl dadelijk 
« = 90° en y = 90°j dus ^ = O, hetwelk reeds aantoont, 
dat de rigting van Q loodregt moet zijn op het vlak der f s , dat 
is loodregt op het vlak door de draaijings-as en het zvaatlepont 
der massa P gaande. De drie overige Toorwaardca worden nu 

O — — oP = O, — SxMilm = O en — JysUm — O , 
8 B g 

G Qk 
terwijl («) geeft = ^P' 

loodit de drie laable Toorwaarden overgaan in 
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Om sm den Tootwatrdea te roldoen, al nun* daar Q niet 
ekP 

gd^k nol lan i^n , n>qreent moetea hdiben 1 — = O , 
n*P 

manit wtgt A = '^p-' C^ï 

IBTV^I dan TBider, oaidal Uijkent deze foriDuIe ook h aiet gelijk 
aal kan iqn , nog 

fxxim = O en /yaSi» = 0 (r) 

lal moeten weien. 

Hierbij merken wij op, dat, dooc de axen der x en der y in 
baar vlak om te draaijea, een nieav coördinalen alclicl kan ver- 
kregen worden , voor hetwelk ook dc dccdc iolegraal fxi/gm gelijk 
nnl ia, lerwijl de twee eersten nul blijven. Dit de gciondene 
fonnolen lolgt dns, dat aan cenc massa cene boekvcTsaelIiDg otu 
eene vaate aa kan medegedeeld worden , zonder dat de a< eenige 
drukking ondervindt , door eene kracht vier rigting gelegen ia in 
het vlak van twee Itjaen, die met de dna^'nga-aa een slelael van 
hoofüatien aitmakcn j daartoe moet dUL de rigliog dier kracht 
loodregt zijn op het vlak, dat dooi; de dnagiogt^a en het zvaar- 
tepout der mana gnat , en bavendien van de draaijioga-aa verwij- 
derd i^n op eenea alttand, die gelqk ia aan het moment vu 
tiaa^eid der maaaa gedeeld dear haar alatlicti momen^ ten op^te 
van die aa. Ha aangrqpngapnnt der kracht kao daaili^ in een 
wUlekouig pont van hare ngting gitteld wordot, dewgl ia de 
nwigaande fiumnles , de ordinaat < van dat punt Terdwenen. ii, 

Dero beilniten iqa gebed (Aafhankel^k van de groode der 
kiaoht Q, die nit de (bnnnlea almede vei^venen ia; zy bleven 
dni gelden vanneer Q eene leer groole kradit i», dis gisdorende 
een xeer klein tijddeellje gewerkt heeft, zoodat de medqedeeldo 
hoekvermelling G overgaat in de, bet einde van dat tqddeellje, 
aan de massa medegedeelde faoekaaelheid. Daar na hit nitweAael 
van dken Khok kan bescbonvd worden ala dal van eene zeer 
groole kracht gedareods een zeer klein lïjddceltje, zal men ook 
aan de massa P door eenen schok eene lioeksnelheid kannen 
mededeeleu, zonder dat de as eeoige uitwerkiag van dien iduA 
ondecvindt, indien men sleclili die ichok zoodanig kan aanbrengea^ 
N 4 
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dat zijac rigtmg in deielFde onubndigheden verkeert al> die , 
velke wij boven voor de kracht Q Timden. Detgel^ks lal men 
eene recdi draaijende massa , zonder dat de m eenige nitwerkiDg 
ondervindt , tegen een vaat pnnt kannen doen botsen , indien 
«lechts de rigting van dien scbok, in tegengei telden lia, jnUt kan 
overeenkomen met de meergenoemde rigling. Maar daar bij de 
botsing vao tivee ligchamen tegen elkander, de krachten bij den 
sloot ontwikkeld allijd normaal op het gemeenschappelijk vlak van 
aanraking zijn (immers zoo men gelijk hier ondersteld vordt geene 
wrijviog in aanmerking neemt) lOD lal dfl tchok de rigting, die 
voor de kracht Q vonden, niet kunnen hebben, tenzij daar tee 
plaatse, waar die rigtïng Eet opperrlik der mana snijdt, dat 
oppervlak Icn minste voor een klein gedeelte evenwijdig zij ihet het 
vlak, door do draaijiogB-aa en het iwaarlepunt der niasja gebragl. 

Wanneer eene driehoetige piramide om een vaa bare ribben 
wentelt, kan geen van hare zijvlakken evenwijdig zijn met het 
vlak, door dc draaijings-aa en het zwaartepunt der piramide ge- 
Lragt; indien liet derhalve al mogelijk is, eene kraelit Q te 
viuden , wier rigting bij dil ligchaam in de aangewezene omstan- 
digheden verkeert , zal wel zalk eene kracht , zonder de as te 
dmkken , aan die piramide eene hoektnelbeid koonen mededeeloa 
of ontnemen; maar geen schok lal ditzelfde gevolg kunnen hebben, 
en dus zal men de piramide ook uiel met eenig punt van haar 
oppervlak tegen een vast punt kunnen IkIcd Ijulsen, zonder dnt 
dc as eenige uitwerking onderviodt, tenzij min ter behoorlijker 
plutie, door eene kleine inkccping, gering genoeg om overigen* 
bniten rekening te mogen blijven, een zeer klein gedeelte van 
haar oppervlak evenwijdig met hA genoemde vlak ganaakl hdibe. 

Het lal niet (mbebmenjk djn , nog nader te onderzoeken, onder 
velke. Toorwurdeu dit overigens mogelgk is. 



2. 

Om ta ondecioeLen of men door eene Irwiht (en dns mA, 
onder de soo even gemaakte bedingen , door eom sobok) un 
eene massa eene Iioebnelbeid om eene bepuMe as kan mededeelen 
of ontnemen, sonder dat die u daamu eenige . ni(waUn{f onder- 
vindt, lal men moeten nagaan of die bi, toot eenig als oorsprong 
te nemen pnnl van bare rigting, een der drie booHusen 
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kan worden , welke door dit puot kunnen worden gclrokken. 
Nemen wij hiertoe die »« zclie als ae der 3 van e«n regllioukig 
coördinaten-Stelsel aan , waarvan ovcri(;ens de assen der x en der 
y , gelijk mede de oorsprong , willekearig gekoua lijn , en slcllea 
wij, dat men loor ft'A coördinaten-stelsel berekend heeR de integralen 

Sxsim = J ea Sytm = B , 
zoo is de Traag, of men door den ooriprong Otei^ de at der m te 
Ti'r|>l3atsen , leru ijl de assen der x en der y enowigdig BWt 
b^iren eer«tcn sUinii lilijien , een ander coördiniton-Jlelssl kan nr- 
krijgen , waarvoor rntn hebben lal 

Sxs'^m =^ O e.- J-ys'ïm = 0. 
Het is onnoodii; liierbij de naaun der X en der y ook nog van 
rigting te vcnindcren , uuidat gelijk wij reeds opmerkten, de 
int^mlcn S^''Sm ea fya'Svi , wanneer die eenmaal oal i^ii , 
nol znllcn blijven, wanneer men de auen der s en der y , om 
den oorsj)raDg, in haar vlak draait. 

Laat de oorsprong op den aistaiid n langs de positieve as der m 
verplaatst worden, loodat z' = z •— n is, dan zal mea hebben: 
Ssx'im ~ /4f(* ~ «)(fOT = A — n fxlfm, 
/yj'ïm = ƒ y (« — «)!(«« = B — » fj/Sm , 
of de geheels inasaa door M, m da coBrdtnaten van baar iwaaHe- 
pont, evenwijdig met de anea der « en der y, door z, en y^ 
TOimtellende, wiardoor faUm = «t Jf ea fj/gm =: yi^ wordt, 

SMM'gm = A — Njr^lf 
en /j»'!f» = B — ni/iM. • 

ZnUen nu den ial^nlen nnl ^n, dan móet men bebfaen 
A = MTjJf ea B = n^iM, 
zoodat men ter bepaling van n beeft de beide ftimnlen, 
_ A _ B 

die met elkander ïn st^d idleD ^n, ten^ men lid>be 
HiA = s^B, dal U 

S, ftMjim = Mi fi/Mgm. p) 
Dexe ve^Iijking (2) bevat du de voorwaarde die verrnld moet 
weien, opdat het roogel^k 1^ in de a* der m een nienw pnnt 
ala oorsprong te nranen, xoodamg dat voor dien nienircn oor* 
qiroi^ gelijktijdig de integralen jM^im en fytfSm nul voiden ; 
lerw^t dan de plaats van dien nieuwen oonprong , met betrekking 
N S 
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u, bepiald 

■ ■■(■) 



lot den eerileD, die geheel willekeurig aangenomen v 
wordt door di fi«ituile 

" ~ *fff ~ Vi^ ■ - . ■ 
Wanneer de as der s door hfit zwaarlepnat der masM ging , 
zoodal s, = O en = O vsa , toa vel aan de Tei^elijking 
(2) voldaan ujn inaar volgem (t) loa men dan hebben n oo 

oF fi — "aflTje'aBg de inlegralen fxtim en /ysS'm niet of 

al nul waren. In hel ccnc f;enl kao op de ai der t geen pnot 

aangewezen iioi^ltn , in }ir'L ;indcT« gcral lal elk willet en rïg 

van de as ilcr : ^cnnTncn kunnen irorden, om te maken dat 

voor zult e- i, i^imiI als „(„-sitoii;; , de aa der a Venc bcwfd-a« zij. 



Gaan wij nn , liet voorbaande tue]macn(iE, ondcrzoeten of de 
ribbe eener driehoekige piramide, voor eenig punt van die ribbe 
bIs ooriproDg, eeue boofd-ai kan zijn. Nemen vij daartoe aanvan- 
kelijk het cene uiluinde A,(Fig. l)dcr bedoelde ribbe ale oonprung 
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èer onderling regtboekige coördioaten , die nbb« AB lehe als ai 
der X, en het zijvlak ABC der piramide ABCD ali flak der 
aan, dan djn de auen der « en der y hierdoor tbo teUe be- 
paald, terwijl de geheele piramide bepaald lal zijn, door de 
courdinaten na hare hoekponten als bekenden aan te nemen ; 
«tellen wij alzoD te zijn : de courdinaten Tan het boekpont D , 
AN = a, EN = A en ËD = c; die van het hoekpoot C , 
AF = a' en FC = c'; en de ordinaal ran hel punt B, AB = o'. 

Om nu in te zien , hoe men <Jc inlc^ralea fxs^m en /ysjfm 
OTer de geheels piramide zal kunnen uitbreiden , anijden nij baar 
door een vlak , erenvijdlg met bet jis'ilak , en daarian op den 
■btand KM TCrwijderd; dil geeft de driehoekijjc doorsnede IGH , 
waarin wij evenvijdig met de as der « eene ordinaat PS trekken, 
die de zqden van den driehoek IGU in B en 5 onlmoet ; alma 
liet men ligtelijk In, dat de gezegde integralen bepaald knonen 
worden, door eent to integreren ten opiigte van s, tuuchen de 
grenzen ~ l'R en ~ PS; daarna Icn opzigte Tan *, 
tosichen de grenzen :r, = AM en = AO, cn eindelijk ten 
opzigle Tan ij tusscben grenzen y, = O en := NE = b. 

Dc nadere bppaliug dcicr grcnien kan ala Tolgt analjliich ge- 
aeliieden. Men lierinnere zicli dat de Cosinnuen der hoeken, die 
eene lijn met de drie assen maakt , OTenredig zijn met de projec- 
tlËa van een aluk deter lijn op die assen, en dat zij positief of 
negatief genomen moeten worden, naarmate die jirojecliën , van 
de projectiSa tan eenielfile pont afrekenende, in de rigling der 
potitieve of negaliete atien TolIen; dan zal men nit de fignnr 
gemalkel^l Lnimen qnuken, dal ds veijBl^ldnBen der I^nen 
AD, BD eaDC iijn: 

tan AB, ^ =1 = 

« — O y — b s — e 



*an CD, ^ _ ^( j O — o'' 

Ueruit vindt men , voor de ooDrdinalen Van de bodtpnotan der 
driehoekige dowmede 16S, en toot de inlc^tle-gnncen Tan «, 
in fontie van y = KH, 
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6 6 
Neemt meo Toorls, gIe !iu1|iniid(Iel , vuor een oogenblik &L ali 
«ene as der ar' en RG aia eone (!or y' aau, loo ïija de Tcrge- 
l^kÏDgen der lijnea IH cn Gil, !□ liel ilak GKL, omdat zij door bet 

poDt Hfpan, welks coördinaten lijn KL=AO — AM = ? 



en LU=i 



: tangenten lijn — , cn ; ; 

, y(c -o1 + t.' _ o' , , - y)l 



ïtelt men dan hierin x' = KP = AQ — AM ~ x — ^ 

zoo vindt men na eeni(;c licrliiiiiiij; , voor de int^ratie-greoiea 
Tan M, in foiictie *an x = AQ cn </ = PQ, 

3, = PR = (a'c — "c'jy 4- te'j 

a, = PS = 4-^f(„-a')y_i^ + «'fiJ 

_ (a'e — ac' + ne' — a'c')y + b (c' — c')t + a'èc' 

~ a'b 
Verder heeft uien , de massa der cubicbc eenheid korlhcidsIialTe 
door l Tooralcllon Je , = ^xgyHz; en das, ïcronderstellende 
dat de integralen tu9si:)ien du nan[;ewczcne jjrenieo genomen vorden^ 

CD Iyai«i = fSfysixSyis^iffi/{a\—z\)Sy!;i;i ' 
maar au i» 

_ (2a'c — 2nc'+ nc'— o'c'jy + b |2e'— c') ar-h o'éc' 



= {[a-a')y-bx + a'b), 



snunscni EiGsnscBtP, khz. li 
du door wrnwnigvDldigiiig , cn na berleidiDg T,in liet prodncl, 
( (a-a')(2<i'»-2ae'+oc--a'<!')y' 
1+ 2fi {2oc'— aV— a'c— <io'+ a'o')sij 
j j O" H-2»'fi(a'e — ac' + an' — a'c^y 
». -». =ïïF>'li-J'(»"-2t>' 
+ 2.'6'(c'-.1« 



de boveiulauide inteuralen zijn das afbauld^k nn de volgende, 
die allen tnttclien dezelfde aan[;eweiene ^[laueu meeten genomen 
worden , namelijk : 

//y'«arj:Jfy. ffx*s<f^^y. Sfxifilxiy, 

Hierloe heeft men, in aaomerling nemende dal de grenzen t^n : 

», (<■ — o')y + »'t _. . n'C — y) 

'.=x""= b 

en voory, y,= 0 enyi^ri: . 

= iis'i',' - »i')«y 

_ j^^,^^ 2aa'y(t - y) + «" (t - y)' 

= i /{2o»'(*y' - y') + ""C'y" - 249' H- y'jliy 

= 5Ji {2«.'ai' - ji') + •'■«*' - »»' + t»')} 

= èo'JMS" + "'); 

/J-»"yï'ï» = 

= ï/y{*i' — ïi*)?y 

3a'n'y'(t — y) + Soo''(i - y)' + o"(t- y)' 

= i/yey — - ïi 

_ 1 .(3oV(jy' — y')+3o«"(''y' — ziy' + y')) i 

— W'J \+ o" (i'y - 3i'y" + - y') * 

_ 1 i3o"a'{Ji> — Ji') + 3««"(!i' — tJ' + 

— 34" 1+ o" (ii' - 1' + i*' - i»*) ' 
= ,',oï> (3o' + 2«.' + o")i 
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ij/ (2«. (J,' - ,') + .■>(*•» - 2J,' + ,■)} », 
J5.{2»'(ii' - JJ') + (li' _ 1». + ji.)) 



»ƒ(.,' -»,')>» 



4a'ay(t-y)4«.VV(t-y)'+Wy[t-»)'V(»->)' 



i' 



- 34j" - ,1) l 
■ + »•)) 



1 j*>'°'('y'— ï')-i-e"'"'"C''! 

— /V+ 4«."(i"ï — Sb's' + 31 
' (+ o" (t« — «■} -h 8J"j> 

|4»'ii'(iS' - (4') + 8»V'(i4' — Ji' + j4'U 
4»" (Ji- _ 4- + 54' - }4') } 

1+ a"(i' - 24> + 24' - i' + j4') ) 

+ •'»' + + •") i 

,|...„ 3.'aV(4 - y) + 3..»"y(4 - ,,)' + «-(t - y)- 
^ * 4» 
_l__j3»V(4,' -ï") + 3«,-'(4'ï-24,' + ,")i 
34" 1+ o" (4> — 34=ï + 34}' — ) 
_l_(3.'o' «4' - J4') + 3m" («> _ i4> + J4')l 
34" 1+ o" (4> — S4« -(- 4' — }4') } 
^•'4 (o* oa' H- o") ; 

SUSsSt = 

»ƒ(»." - »,')'?y 

2M'y (4 — y) + a" (4 — 
ins ji 

{2«.' (4ï - Ï-) + O'" (4" - 24j + s')} », 

5i3-{2«.'rtJ' - J4') + .» (4' _ 4' + i4>)} 
|«'4(« + ol; 
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= ly'it , " = T Ah' - ï'lï» = r(ii'-»'') 



1' - y) _ 1' , 
= ƒ»■(». — »i)»S 

= 7" = ; - s')»s = i «»• -t»') 

= /ï(»i - »i)»ï 

= J"'4'. 

VermeDtjjvuldigt men nu de aitdrubkini; inet xlSxHy , loo 
ook mei fjSxty , neeml men daarna de integralen der bijzondere 
termen , en tnbililueert men vrnr deze inlegralen de zoo eren 
iMrekende waarden , dan komt er volgeoa (a] : 

f(a _ a') (2a'c — 2oc' + oo' — a'c") (3a + o') \ 
W2(2ao'-o'c'-o'c-ac'-H»'c')(3a'+2aa'-Hi")l 
r..ï-- V + -««' + «<>■- »'0 (2- + 4., 

' "^mi^\¥ 3(0- - 2c') («• + o'«' + ao" 

\+ 10o'(o' — 0-) (a" + o«' + «") 1 
(+ 10o"o-(a + a') ) 
/3{ffl — a') (2o'c — 2ac' + ac' — a'o-) 
U 2 (2aa' _ a'o'- a'o - ao' + a'o-)(3« + «') 
A*e' 1+ 10a' (a'c — oc' + ac' — o'o*) 
■'**'"=Ï2S''* +(«• - 2c') (Sa' + 2aa' + a") 
+ 6a'(o'-o')(2. + a') 
(+10«'>o- 

of na herleiding , en do«r de coëfficiënlen vim o, c* en ^ 
■amen te IreUen , 
g'fe' 
120 
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duT Utr toorU de mam M der piramide door bireo inluwd 
wwdl lomgeeldd, it 

jr = Ink.dneh.ASC X \tH = ikB y AS X W, 

of ^ = So'ic' , 

wmdoor vij •indclijk hebben 

= ^Jf[c(2o + a')-hc'(a+2aO+c'(o+B')} 
CD SytÜm = é^m {2c -h c' + c'}. 

Verder ia de afiland Tan het zwaartepunt eener driehoekige pin* 
mide tot aan eenig vlak , all^d gelijk aan het vierde gedeelte van 
de torn der sfalanden , waarop de boekpnoten der piramide ran 
dat vlak veririjderd lijo ; hierdoor worden de coördinaten van dat 
zvaarlepDDt onmiddell^k nit de coördinaten der hoekponten ge- 
londeo , loodat zij zijn 

«, = «. + a') eo ï, = Jl, 
en men alzoo beeft 

y . S^MÜm = {„Mb {o (2a + o') + c' (a + 2o') + e' (a -f- a')} , 
x^Syam = iaMb[2c + c' + o'} (a + a"); 
volgeni de viw^r gevondene voorwaarde (S) kan dat de ribbe 
AB der piramide eene hoofdaa «orden , al« men beeft 
O (2a +•')+«'(« +2a') 4- o' (a + a') = (2« + c' + fl^(« + b'), 
hetgeen onmidddl^k herleid kon worden lot 
c — c', 

en dau aanwijst, dat de panten D en C evenver nn bet sy- 
\lak moeien rerwijJcrd zijn , in welk geval de ribhen AB en CD 
elkander regthoekig kraitsen. 

Wij vloden dus bier deze nicrtvaardige nitkomil: uNiet aan 
iielke wiliefcenrigc driehoekige jiiramide , kan door eene kracht 
ueenc boekinellieid om een van hare ribben medegedeeld of ont- 
■nomcn worden, zonder dat die draaijinga-aa eenïge oitweritiag 
■daarvan ondervindt; maar alleen aan eene awdani^, waarin de 
»tot draaijingf-at genomene ribbe , door hare oventaande ribbe , 
aregihoekig gekraiat wordt." 

Om nn nog nader de plaati tc bepalen , waar de kracht moet 
aangebragt worden, opdat de kt van hare verkiog geeue drnkking 
ondervinde, bepalen w^ vooreerat den a&taod, waarop de oor- 
■prang, uil A. lang* AB, moet verplaatat worden, opdat voor 
den nieuwen ooriproog de ribbe AB eens hooH-ai ig. Alioo 
TOOI e = o', de gevondene vaudm van fxMim en fjfMSSm over- 
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gian in = (o -f- o') (3o + c*), 

en /y«ïm = 3-5 {3c + O» 

terwijl X, ~ |(n 4- a') cd y, ^ -^6 ii, vinden wij loor dien 

a&tand, door de vroeger oj^emaakte formnle (t) , . 

n = i(3c + C-). 
In Hg. 2 , vaar eenc piramide ABCD ii voorgeateldj wier ribbe 



z 

T 

0 












\ 





(;D de ala draaljin^s-as aangcnoinene ribbe AB rt^lhoekig kmiit, 
zoodat aldaar DE = CF is , behoeven wij duo slccUlt 

AO = f(3« + O-) (0) 

Ie nemen, om den nieuwen ooraprong O Ie vinden, voor welken 
de ribbe AB ecne der drie hoofdalten ia, die men door dien oor- 
iproDg trekken kan. De rigling der kracht moet dns vooreent 
eelegea zijn in een vlak OPQ, dat men door het pmit O loodregt 
op de at AB kan brengen. 

Verder moet de rilling der kracht, eoobU wij vroeger vonden, 
loodregt lijn op het vlak dat door de draaijinga-aa en bet iwaarle- 
pont der piramide gaat, welk vlak ABR ook bepaald ia door dc 
eigflDKhapf dat bet dc ribbe CD juist in baar midden R toijdt. 
Indien dna OS de doorsnede der vlakken OPQ en ABR ia, zal de 
rating der Indit de l^n OS crjjens in ü regtfaoekig moeten aaijden. 

De efitand OÜ touchea de rigliag der kracht an de dnaqings-ef 

II" Dni, II» Stdk. O 
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iB , wordt eindelijk gcïooden dom de weget opgemaikto fiir- 
mule (3), waarin dan A := OU, n*P = ƒ(«» + y*)gm ea 
aP — My[Xi^ 4- yt') i» , ïoodat mm heeft 

de verplaatiiDg tbq den oorsprong nit A naar O, heeft geenai 
ïnTloed op de «aarden der integralen /«'cfm en Sy^tm, 
loodat mol met behulp der reedt Troeger gerondene ailkomslen y 
de wasldea van die integnlen, Ofer de gelieele piramide 
oilgeetnkt, gemaUel^ lan berelrenen; vij lieblien namet^k, daar 
.,-.,= i {(l> - «Oï - 4» + a'4} ie, 

ƒ»•>«• = isit'Hlyl' = JS''('i — •t)i<p!^ = 

= ij SS'')*») {(« — o')> — i» + •'»} = 

= 4j{(«—«o/'/'''»!'«'»— '■■''■'■•'*»'»+'"''•'■•''»'*•*»)= 

■ . f (« — "') ('»' + W + a")| 

= + O") = ^ 

= tsSy't'lyi- = ƒ/»'(■> — -i) !'»!'» = 
= ij //y'ïrfï{(" - o'Jï - tl + o't) = 

= ^ {(o — o1//j'»»ïï — 4/J-»j'«»ïï+a't//j'»«»ï) = 

= ^{,(,_.0_(S. + ., + 5..} 

= 

toorli is 

Ki^i' + Vi') = + 2m' + o'> + i»), 

an du Tinden 

Ds plast* van het middetpont Tan hoVm^ U , ii door de tat- 
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tnnlen (c) en (d) bepaald, ea meo zal dan ook in elk bijionder 
getal gemaLLcUjk de pantcn Lanacn bejialen, waarin de lijn, die 
dooi dit pont loodrcgt op het vlak van draaijings-aa en iivaarlepnnt 
gnteld voidt, de zijvlakken der piramide ontmoet. 

De plaatt Tsn het punt O zou men nog kunnen bepalen , door 
i^n a&(and van bet pont V , naar de draaijingt aa regthoekig 
geueden mudt, door een vlak dat door de riU» CD gaal. .Hier- 
toe ali gegeveai aannemende 

k\ =p m BV = a, 
heeft men e = ^ en c* = p -f- ^ , dss 3c ^ = ip + q, 
en verder 

OV = AV — AO = f — j(3o + 6*) = p~ J(4p -t. q) , 
dat ii OV J{p — q); 

indien het Tlak, door GD loodregl op AB gebragt, AB middra- 
doordeelde , zoo ^ =; ^ en du* OV = O zijn , toodat dan het 
pvnC O jnist in het midden van AB zon vallen. 

De voorwaarde, dat er in eene driehoekige piramide , die 
om een van bare ribben ivGulelt , gelijk in die van Fig. 2 , 
een middelpunt van boiiing U kan aangewezen worden, blijkcna het 
TOO^ande eeniglijk itjnde, dat die ribbe en de daarovcrgelegene 
elkander r^lhoeklg kruiasen, zoo znllen aan die voorwaarde blijk* 
baar voldoen alle driehoekige piramiden, waarvan eene ribbe lood- 
regt op een der zijvlakken is, mits men das die ribbe tot dmaijingt- 
ai neme. Znik eene piramide ontslaat, wanneer men (Fig. 2) c = c' 
»tell, waardoor het zijvlak BDC loodregt op de ribbe AB wordl ; 
dan ia AO = Je' = |4B. Zolk eene piramide onlslaat echter 
ook, wanneer c = O gesteld wordt, waardoor Iil'I zijvlak ADC 
Icodregt 'op de ribbe AB wordt; alidan is AO xr; Jc" = |AB. 
Deze beide uitLnmslcn wijzen hetzelfde aan, namelijk dat het punt O 
bij eene der^jdijke piramide, in de ala draaijings-as dienende ribbe, 
op eenen afstand , gelijk aan het | deel dier ribbe, gelegen is van 
bet zijTlak, waarop zij loodregt staat. 

Eene regihoekige driehoekige piramide. Jut Is ei'ne ioodanige, 
voarran drie in eenrg hoekpunt znmenkomcnde zijvlukktn aldaar 
ngthoekig z^n , zal aan de gcnoeaidc voorwaarde voldoen , welke 
lurer ribben men ook als draaijingï'Oi verkicat aan te nemen; want 
ÏD «lil eene piramide zal elke- ribbe de overstaande regtboekig 
kraineD. Haar ook zonder dat eene driehoekige piramide r^thoekige 
O 2 
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i^vlaUealieeft, kan loadnng ^a, dal voor elke iïIiIm 
■ü dru^ing*^, eu dieteUSe voomatde voldoet, hetgeta 
ten ilotte loUeti oantoooen. 

Stel namelijk, dat men tvee elkander regtfaoeUg kninendA 
lijnen AB en GD (Fig. 1) ali de ri^ïngen van tnee ribben ouge- 
nomen heefl, ea dat men , een villekearig ptut B van de eene 
met fen willekeurig punt C van de andere ' Terccnïgd Ii^bende, 
BC aU eene derde ribbe kicit, dan kan men oog door een wïll^ 
kenrig piiDt A van AB een vlak brengen, dat toodregt op BC ataat, 
en CD ergen* in D amjden lal. Indien men dan dit pont D met 
de ponlen A en B, zoomede de ponlen A en C met elkander, 
verecnigt, zul men ecne piramide ADCD voltooid hebben: waarin 
vooreerst AB en CD elkander regtUockig Lruisscn ; naarin len 
ineede AD en BC i'i gelijken toestand ^erkceren, omdat AD in 
ceti vlak ligt, dal loodregt op BC gebrajjt h; mnar waarin nu ook 
tm derde noodzakelijk BD en AC onderling rc,^thockit; ^ijii. Om 
dit la£^3to Ie bcloogen, lOlIen wij gebruik maken vmi de reeds 
ii) de figaor aangenomena coördinaten, daarbij nu culiter CF — 
c ttellende, omdat CD regthoekig met AB en dus even- 
wijdüT met het i^-v!ak ïf. 

Uu cosinussen der liockcn , die AD met de aiien mukt , 

die der liockeii. n'clke BC met dcic-U'du assen niaaU, zijn cvcn- 
redift met n', O en c' — c; 

en dii.« Z:il men . da.-ir dc hoek van AD met BC regt en alzao 
rijn coamus nul la . hebben 

rt X o' + 6 X O + c X (e' — c) = O 
of aa' + o(o' — c) = 0. 

Verder zïja de cuiaouen der boekeoj dte BD met de anen maakt, 
evenredig met a, b ea — (o' — e) , 
eo de coiuiiuKn der boeken, die AG met dezetrde OBten maakt, 
evenredig met a', O en — «; 

de tdler van de Evenk , die den coiina* nildmkt van den hoek , 
dien BS met A.G maakt, U deriialve 

ob'.+ «(o* — o), 
ea daar nu den «aaide gebleken ia nul la njn, aw volgt bierait 
dat BD en AC elkander rqthoekig tuninen. 
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De merkv.inrdigo formale *aor de Inkovdmindïng emer mt- 
gutrekte klatte tan Ligekamen, welke door den Heer n.LoiiTTO 
algemeen \» beweien , in de door bet Genooticbap nilgegeTen Wis- 
Ml Natuurkundige Ferkanddingen, 2^' Veel, bladr. 123—160, 
icbcen mij toe van dien aard te lijn , i!a( daardoor met Toordeel ie 
genooe wijie Tan inbondsvindin,'; ilcr li|;ciinmcii in de h^'jere Meet- 
kande konJe TerTanjjen worden , licp^i.ildcliji; mor do [rclDOlte 
PlramtJeo, Prisma'i en Kegels, de bolcoriiii|Tc Scljijren vd Segnien' 
tCQ, waarbij dan oog andere Ii|];cbamcn uil de bedoelde kloue 
kunnen gcTocjjd vordcD. De eeaTonnigheïd der nitdrakking eo, 
de omïlandighcid van onveranderd bij vele ligcbamen, hoediuige 
in do toepassÏD^D Toorkomcn, te koonen wordca aangewend, lijn 
onloochenbare voordeclen bij het onderwijs. Ooa dnc cchicr Ie er- 
langen moest do lorai fan fael benijs tcranderd en ternggebrngt 
vorden tot den gemmen bewijtlrant der lagere meetkunde, fot 
de *;nlhet)tche «ij» tan Toordragt, Hiertoe strekken de 12 Stel- 
lingen, welke ik, in eeae Wet«nfdiappelijke Wiutetvergadering 
(Oet(^ 1850) Tan hel Genoaticliap te Am^ardam, mogt voor- 
P 2 
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drageo, en die ilc hiermeile aan mijoe Mecleledeii, ea. de beoefeDSTea 
der Wiikonde in om Vaderland in het algemeen aanbicde. Eene 
bijionderbeid roogc hierbij opgemerkt n'ordea , (relbc bij de eyn- 
thelitchc behandeling dadelijk in het oog valt , tc wctea: dat 
«oma enkele j^cdecllen vitn den inhoad eeoi tigcbaams , waarop 
de bedoelde farmole ter inboudsTinding toepasselijk is, als M^a- 
tief moet aangemerkt irorden, iets dat natuurlijk ook ait de 
algemeeDe analytieche oploestng volgt, maar daarbij niet zoo ter- 
alood {^licn vordt , en het eerst is opj^emerkt door den Heer 
J. BiDOn Gbijiik, bij de oplosping ïan bel 249'"^ VocrBlel van 
da Fersameliag van Wiskundige Opgaren, Eerste Vee}. 

Dc aanmerking bij bet Gevolg der 5''' Siclling gCToegd, alrekt 
om den oorsproog ïoq het negatief ïoorVonicn van cenig gedeelte 
der ratmte doidelijk aan Ie nijzen, waarbij, val dc aldaar nader 
omschreven dubbele driehoekige |i] isoia't betrefl , ik gaarne ge- 
bruik gemaakt heb Tan eene mij vriendelijk medegedeelde 
opmerking door den Heer J. Bidon Gbij(ek. ' 

Eindelijk kan ik bier nog bijToegen, dat de formola nedxmr- 
laiig ii bekend geweeit bij onic prakiiiche Engeltdie nabilKD. 
In een oud bodt : Mathemat^ compiki fnm tho beit ^.^Ukon 
and intmded to Ie TtMt-Book of the eourt» of prioate 
hcturei on theu aetaneoM in the üniwrriig at CiiniMi , hf 
SiMDEL WiM» D. D. A. k. Pftiident of the Vmvotnty of 
CtnBBiDGi, Iveede dn^, nitgqeren in 1808, md Ik (oevaltig, 
pag. 24, voli. II: 

To find tkt loUiity of a pritmoid. > 

vJbife. Add inio one mm the arest «tf tliii two eadi a&d 4 
»time> the mtddle teotioa panUel lo'lKem; moll^lf tfaïs Mb 
nby ihe hcight, and j- of the pndnot vfll be the aolidily. — 
>liit« rale ii applicible lo eny primoid, «haterer be the Ogant 
»ff the eodi, nnce they taaj be cwicei*cd to be oompoted of 
nan indefinite Dumber oï rectangolar priimoidi" [vaairoor de regü 
beveten Ven de ra eer algemeene toepeuelijkfadd vbb dewi 

rqel, ook op ligchanien met gebogen z^rialken, Tindeo «9 ech- 
ter hier niel'i. 
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liie StiLLiRG. (Fig. ]). De inhoud eaiwr Piramide m j'Iiri 
aan een ifer hoogte, cenuenigvuldigd met de lom CM ktt 

grondvlak en van liermalea een snijdend vlak etenwgdig aait 
hel grondvlak , op d» helft der hoi^te van de piramide. 

Enmt hut liet gnndtlak ia piramide Yoorgesteld woeden 
door G, dfl hoogte -door h, en bet *Iak op do lielfl der boogie 
door H: dan weet men, det de ioliotid 1 der piramide geTondeii 
wordt door de aiidrakkiog : 

I = |*.G 

de» ie: I = §* X (G -H G). 

Uoir in elke pramide i^n de doonoeden eraiv^ig aaa .bet 
grondfU, eteniedig san de tweede m^en Tan de aiêbuulea' tot 
bel topponl , dot ii : 

G : M = A» : JA» = 4 : 1. 
Waaruit G = 4M. 

Bijiscïolg I = 5A{G + 4M). 

2(le SiiLLina. (Fig. 2) De inhoud mn een driehoekig Prittna, 
waarvan een der Mijvlakken tot grondvlak genomen wordt , tn 
dat tey daarom liggend Bullen noemen , ii mede gelijk aan een 
leide van de hoogte, genomen van het onderliggend» tgvlak 
tot de overitaande ribbe, nermenigtuldigd mei de sdin oott het 
grondvlak , en van viermalea een vlot , dat op de helft VM de 
hoogte , hel prisma evenwijdig aan iet grondilak mijdt. 

Bewui: Latt ABCDEFcen liggend driehoekig prisma voorstellca, 

en lij weder het grondvlak IBCD = G , 

bet euijdendc vlak op de helft der hoogte GHIK ....=. H, 

ea de afelaad der ribbe EF lot het vlak AC, 

dat ia de hoogte ^ A. 

Dan weet men vooreerst, dat dc iolioad I van het pritou de 
AejA U nn een parallelopipedum, hebbende hetiellde grondrbk 
CD deidEile lioogle, en dus gevoadea wordt door de sildrukkiiig 

I = X G, 
dit if. 1 = JA X (G + 2G). 

fflear, dewijl de GH = KI fan het inijdeDde vlak, juitt 
de Ae^ ii der ^de &B = CD van het grondvbk , tentet de 
Bnden iqden Hl en 6K even lang x^a de ^den BC en AD 
P 3 
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Taa het groadTlak , too it t 

C = 2M en ' 2G = 4H; 
dai! I = SA X (G + 4M). 

Sda SniLiav. {Tïq. S) De inhoud m» een gtkmt JWa fc wfe^ 
Ifflfend Ptima, i$ ook gelijk aan J cfer A(m^, tamat^valêigi 
WUt da mm vm Ael onderliggend zijvlak en van Tiermtlen ee» 
tiaif éM, op de helft der hoogte, hel priima eeenteijdig aan 
htt gmiAilak imjdK 

BiWUi : Het gcIitioUe liggcodc priama kan door bijTocgïng of 
tfiumii^ eener rierhoeliïge piramidt, of wel door b^Tot^iag eeocc 
drielioekige pinmide, ea door a&Bimiig cener uideK driehoekigs 
fnramïde, lot ctn prinna gemaakt «ordcD. Er rijn nunel^k drfe 
geTailea to orenregeo: 1'*. De boTemte ribbe kan da Imigttt dar 
drie ribben agn, dat is EF ) &D en ^ BG. Orengt mon is dit 
feval door bet jianl F, ecu vlak FON eTenwqdig aan bet ilal 
A6E , en terlengt men de rilibcn BC cn AD lot ain dit vleli in 
N cn O, dan vordt de vicrliocliise piramide DCNOF tot bet geknotte 
priima tocQcvorj;i] , cd na h ADHOFË een drieboekig liggend priima. 
Zij weder alt boren het grondflak ADCD. ..,..= G , 

het middenvlak op da balrs hoogte GBIK. — B(> 

de hoogte ., =3 A j 

en Toorti dc batii der piramide DCNO é • . ■ • • . . = G', 

het middeailak op de halve hoogte KILU = M', 

Ab inhoud van het geknotte priioia ....,.,..=:[, 

Je inhond der piramide ..i..= f', 

dan ia; I + I' = (G + G' + «1 + éM*); 
maar ook 1' = jA(Q' + «M*), 

dus komt, aftrekkende: 

I = J A (G + 4M). 
2°. (Fig. 4) Dc boreoalc libbe kan de korUte rijn. 
Snijdende in dit geval lict geknotte priima door een vlak FON 
efenwijdig aan het vtak ABE, dan heeft men, behouden* deietrde 
batatltenii der letters: 

1 — r = iA(G — G' + 451 — 4M'), 
en r = iA(G' +■ 4M'). 

Dnt 0|>lellende 1 ^A(G + 4M). 

3°. (Fig. 5) De bovcnile ribbe kan noch dc Ungite , noch de 
Wtrte iteHa. 



«M Jnt -ilali JJÜE «D verkolde de ribbe JC tot atn dit d>k 
In l!«-4aa«UlM juasdow itwee diMbodjge pinmideo CSBB-m 
OSfli^i «oigt «fm. de eettei hg het.a%dwatte {trüsia cb ticLt 
awi da twwd» pinmidfl er m »r> -daa veAiygt «ea Jul 

fdtm Amm. 

^ de, iolMtid .dar {üniplde CNPF t= i.. 
en » n » »- OPDF =.5ii', 
de ipondJiiMaB ^ -en «a de middenvUken m ^ m'fi»ts>»t 

l + i-i' = JA(G + g ~~g'^i„-4m' + m), 
miar « — t' = jA(j — + 4»i — 4m'). 
Dm kcMDt I =: iA(G + 4M]. 

Girou: Hienüt id1gl, dat de üthoad fan een geknot driehoeLig 
pima ook ^elïjL » bbd em derde van de «om der drie 
Bfeornjdige ribbqo, vermeDigriildigd met eene doonnede r^thoekig 
door de evcntijdige ribben. Want) laat de drie ribben 4^, BG 
en EF morgealeld vorden dooï a, b, o, en de efitand .darribbp 
ADflB BC doeifVij dn iiT 

b + 9 

de djde BI der Soomiede M op debdft derboo^ •■ - ^ —i 

, . ra. . =T^°; 

De sTttaDd der lijnen Hl en GK der doorsnede = ^ ', 

Du i* het TraperiDm ABCD of G == m X - , 

en n i> GHIK rf M =±: -^X (i±S+L±l^. 
Waendt 

= »(<! + 4 +.e)i j ■ 

du*: I = |*M((i-f-B + e) = iAMx(^^— ti). 

Hur |A X « i* do doormcde van het pri«mi regtboeUg door 
de fiUMB; deio = D, duo ia 

■ = »x^^- . • .- 
, P 4 



Digilizedliy Google 



4de SiELiine. (Pig. 6) De Inhoud van elk lAgchaatn, begre- 
pen tuêschen twee evenwijdige vlaiken, alt grond- en boven- 
vlakten , en eeN^ èffvlaitken, die kal gnrnd- en bovenvlak 
wfitM^ n> ket ligckamn omtbatm , ia galifi om oe» ,Betde 
*aK da koo^f venumgadiigd «mI de ■om mm Xe( gmid- 
vlak , . ket bove»vbl e» «m vtoraukn a*fM doortnede mm ket 
Ugekaam , gemmm op <h M/t ier koi^ , ummo^ Üg «om 
h«t grond- e» iomwid. 

^nn»: Dur bet Bimd- en biheDTkk vm bet TOorpMelch 
ligcWm mnw^dÏBe «lakken t^n , no moeien ook de xijvlakken 
elk twoe eTea^digo zijden hebben en dn* Trapeiia njn , en bet 
grand* en boTenvlik moeien gel^khoekige figaren djn. Een of 
neeidete djim wia bet boven- at grandtldL knnneo tèbtet wik 
^ O 1^, en in dat gml t^a eyea toorda x^riaklun dn»- 
boeken. ^ nn in Kg. ff nUt een ligobum ^ebedd, begrepta 
ItMiahen aea tgfboekfg gnnd* en borenvU ca v^f fnpoia tot 

Men trekkfl oll de boekponten F, G , B , I, K Tan bet boven- 
vlak even loovele e?Gi)vijdige lijoea naar bet grondvlak, Fa, Gb, 
Ho, M, K« en vereen ige de punt en a, b, c, d, e, door regte 
I^oen op het grondvlak, dan lal daardoor cene figaur abcde ont- 
daan, die gelijk en gelijkvormig aan het bovenvlak is. Verder 
vcreenigc men de hoekpunlen van het [jroadvlak met de ovcrcen- 
fcomitige hoeken van hel geprojeeteerdc bovenvlak, door de lijnen 
Xa, Bb , Cc, Dd , Ee , dan is hel getieele ligchaam verdeeld ïd 
een prisma abcdcFGUl^ , dat de Icm zonde kannen genoemf 
vrorden, en vijf argeknolte dricboüLigc liggende pritma's, ABteFG, 
hCcbGU. enz., die om de kern heen «laan. 

Laat nu g , g' , g" t s'" < ë""^^ grondvlakken deur prinu'a^n, 
m, »', m"f.m"', tn"" do dooraneden op da lielll dar 
hoogte , evenvijdig aan het grond- en bovenvlak j 

het geheele grondvlak ABCDE = fi» 

de doorsnede van het gcbccle ligchaam op de helft der boogte ^ II, 

het bovenvlak FGHIK = aicde = B, 

de hoogte = 

Danit: 1° f, — g- + + g" + g- + g"" + B , 
2°. M = M + m' + m" -f- . m'" + «"" + B. 

Nq bcell men : 
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het middelste priima of de Jiera = A X B = éA(B+4B+ B), 
het geknotle drieli. priïma ABiaGF = lh(g 4- 4in), 

B 2de D » " BCcÈHG =1 ^Afe' -)-4in'), 

• 3ie » » > CÖt/cIH 3= jA(g-" -H4m"), 

B 4d» > » » ÜEedKI = SAte'" +4m"'), 

» 6<le > . > EAoeFK — iA(g"" +4w""), 

opteUeade koot: Ligchum iBGDEFGHIE iA(G4-4H4-B). 

Ausnuaa. Het km galxaiMi, dal het gepn>ja:feerde boren- 
vlik obcSs lüet, loo ala ia de fignnr )« getekend , gsMed af bet 
(tondtlak n\t, maer voor un yededte er builen. Bit b.T. nmde 
het geral lEonnen iiklien de i^en FG en KI lugcr vuen 
iUn de onreeahimRige i^den AB co ED «n het gnndvlil;. 
ffieidix» echter zonde het bew^i gwne andere veandering onder- 
gaan, dan dat een of meer der groDdTlaUcn g, der oieieenitem- 
mende middentlalien m, en der bijbehoorenda gelnotie liggende 
pima'i ala negatief nmden Toorkomen , zoodat het bednit der 
redenering onTerandetd Uyft. 

Indien daarentegen een of meerdere i^den lan hel boven- 
vlaL = O lijn, dan nodoi de Uggende prima'a, die in die igdan 
eindigen, ïn piramiden ^n overgaan, en doa oA bet bcmqt cm- 
Teraoderd doorgaaa. 

lits GaroLo, Wanneer al de opstaande ribben aan hel ligobaam , 
AF, BG, CH, Dl, EK, «etiengd lijnde, ziub io ééa pDnl ont- 
moeten , dan is bet faescbonvdo ligcbaam eene a^eknolle picainidb 
' Bit ii een Ujiondec geial der beweiene aletling. Du it ocdi : 
Inb. Gdat. Pinraide = j*(G 4. 4B1 + B). 

2de GiroM. Be gdnotle legd de grens njndn waartoe eene 
gdnotte imimide nade^ nnneer de i^dcn van grond- en boven- 
fhk kleiner «orden en In aantal toenemen, 100 volgt, dat ook 
de iobood eens geknotteo kegeU door deieirde fermnle geronden 
vordt 

BaFiLiiie. Wanneer de opataande ribben eener piramide, en de 
zijtlakkeu o\er het toppant Terlengd wordea , eü deie teclcagde 
ribben en iijdeo door een tiak efenwijdig aan het grondvlak der 
piramide gcsueden «oiden, dan onlalaut er eene piramide boven 
bet loppnnt, die wij ten aantien der oorspronkelijke piramide, 
UgenguleU sollen noemen. Eene }nramidc en bare tegengeilclde 
P 5 



Ie amen , ralleo wij ceue dubbtl» piranid» dooDieni Dudfife 
jMoamingcD luIlèD ook roor de keffiU gdMilgd wden. 

AiHlBRUUG. Eene dubbele piramide behoort eigcatlijl^ tot de 
geknoile pinoiideD, ta eeaa meet algcmeene opralting van bet 

5de STBtUHe. D« in^aud eener ditbbale Piramide uwrdt aok 
gwonden door het ic»de der hoogte te vermenigvuldigm met da 
wom van Aet grond- en botenrlak en van liermakn een mgietti 
«faA op dt hei/t der hcogle, evenwijdig aan het grond- èn bo- 

Bb«u<: (Rg. 7} Hiertoe n^en «mTBngm met de «nnlieil 
nn hot galelde oui Ie toooen tdw eene Aiehofk^ dobbde fl> 
runide. ABCDBFfi de dubbele drieboefcre* [drainide. Hen 
trelle evenw^dig aan eese der cpgunde ribben, b, t. BE, door 
de hoelpimlen F en G, «sar de. andere ribben eindigen, de I§- 
nen FI en CH tot aan bet gEondrlak, .nir de Terlengde AB 
en BC onlttoeten., Hieidoor onUtaat een primta NIFGB. fflen 
treUe de lijn FK evenwijdig aan de ribbe GG tot in K , wur 
^ de mlcngdc AC onlinael. Eindelijk trelke men de l^n KI , 
«cike ereDwijdig aan> BC lijn ul, omdat K.C cn IH gelijk en 
«renw^ilig aan h'G zijn. tlierdoor onlgtaal een ander dririioelcig 
prima CGIIIFK ea ook eene driehoekige piramide AfKF. 

Na tl het daidelijk, dat de dabhele piramide ABCDEFG, gel^k 
ie aio de piramide AIKF + prisma BHIFGË — pritma CGIIIKF. 
veder bet grondvlak der dubbele piramide ABC = G, 
» bovenvlak » b » EFG = B , 

D middenvlak B ■ ii oio =: M. 

Zij nog het Trapciium KCBI — g , ca kcbi ^ m, 
dan ii het grondvlak AIK — G -f- , 
» middenilak Qii zi^ M -i- ni. 
Dn» piramide AIKF. . . = ^^{G + g + 4M -f- 4»»), 
en prisma BUlFGt; . . . . — j/i (B + 4B + B). 
Maar lict grondvlak KCIil ^ g + h, 
B middenvlak kchi = m + B , 
Aai prisma CCHIKF . . . = JAfe + B + 4m + 4B). 

Optellende en aftrekkende komt: 
dubbele pironndc ABCDEFG = iA(G 4M + B). 

De itelling atioo toot eene dobbde driebodnge pinunida be- 
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wttea i^Bdo, n» volft miniidddlqk, dat foor ali dnUiria 

pinuniden doorgut. leden dablids pSmoidi toch, kv. de ris*- 
baa%a ABCDFoicd (f%. 8) luit in ■an elkander dnUaide didibele 
driefaoAigB pnmklai Tcrdeeld vordni. Meo trekke dmtoe It. r. 
éa lijn MTm ian'h«t grondrlal: door liet toppoat nnr het bcmf»- 
*lak, aa Tereenigv de pimten A «a H, a en », Bn IE,'A anM, 
C en H , « cn m eni., dan lal de verdediog der daUele irii» 
mide ABCDFn&nl ia ntr dobbde diicM^ piramldea gedain 
tfp , velke allen deieliSe hoogte elt de mrgukUe phunMe IxfcbM. 

GiTiaB. De inbond «na dnbbeUn kcgek irordt iugdgka ^ 
noden door de fermole 

I = §A(G+4JH-B). 

AukUxiira. Do Iiekeadc nildrakkiDg om den inhond eenet 
geknotte piramide, of ton cenen gcknoUcQ kcQcl Ie I)erekenen, ta 
velen: I = JA(G + yGS + B), 

'gaat Ntef roTeranderd door Toor dc dubbele piramide of den 
kegel, maar «ordt Toor deze lïijchainen 

I = |/i(G — KGB + B). 

De reden biervaa is, dat, nanoeer men bet boTenitok eener 
gelaotle piramide «tecds Loojjcr neemt , on voorbij het toppont 
brengt, bij dco OTergani; san dit vlak door het loppant, |/B 
negatief v/orit: dat verandert [XG X k'B dan van teeke» , ter- 
wijl i^B X of B hetzelfde leeken behoudl. 

Met bet middenvlak M ia dit niet ilioo ([elegen , want dit «lak , 
«(eedi op de helft der hoogte van de piramide lijnde, vordt niet 
mtl , bij den overgang \an de a%el[noltc tal de dobbclo piramide. 
En wanneer eenmaal da dubbele piramide «m boog i* geworden, 
dat het middenvlak van de regie tot de tegaègnlclde pinmide 
overgaat, dan verandert ilaarbij wel l/'U van taeken , nuiir 
H = X blijft porilicf. 

GavoLG. De inbond van elk ligchaam , dat toischen tvee even- 
wijdige vlakken lamengeileld kan worden nit de >om van pirami- 
den, roowcl enkele-, dnt^e- als afgekooUe piramiden, prisma's, 
kegeli en cilinders, hebbende allen bon grond- en bovenvlak ni de 
genoemde evenwijdige vlukken, kan door deoieUïleD , meeniden 
gemeldcn regel gevonden irorden. Betzelfile beiloit gridt ook 
voor een ligefaalm, del door dé i^dling van eenige, n aftrekUng 
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lan ean of nwenbr» indem |itnnidaD j priima'i , kqdi en cilip- 
den, heUMnde tOen deidiSe hoogte, onbtain i». 

ikAsvnxaa. B^ligdumenj^eDkcInUtamaavo^ngeiioptdliDg 
van pinmtdm en priun^a onMaan dja, moet men bedschtwwen, 
dat 1^ «eqjUatang nn bet bom»Ial, aoma een gsdedto der ralmta 
dobbel of menmndig Itan raorlLqBMn, beboomnde tot tvee afmeer 
umengeToegde piramiden, priinu'a, enz. &idïen b.*, in Fig. 1, bet 
ligchum AlfiCcAi'a bcioboDwd w»dt , don !( dit U^lbaar gd^k 
aau de lom der a^cknotfe piramide en bet prima BHIAt&. 

Tot op de hoogte van het toppnot D gaan piramide en priinia 
ieder atzoaderlijk ; de grond- en boveovlakken van het ligchaam 
zijn don gelijk aan de lom der grond- cu bovenvlakken der 
piramide en van hel prigina. Maar boven hel toppunt D treedt 
het prisma , ccr«t gedeeltelijk ca daar^ta , hooger op , geheel in 
de tCjjciigcMcldc piramide; en ia Let boventlak de« ligchaams ligt 
dan hal bovcavlak dt;r dubbele piramide geheel, of voor een deel 
op het boveavlal dea priama's. 

Ten andere moei men ook in acht nemen , dat, ala een lig- 
diaam nit optelling en aftrekking van piramiden cn prisma's 
ontaban ia — waarbij begrepen wordt , dal Je ruimte, die hij de 
zamenilelling dubbel voorkomt , door de ailrekkinjj neder (ot ccne 
eokelvoadige mimle moet ternggehragt worden — het echter 
gebeoren kan , dat een gedeelte der ruimte aüem tot bet af Ie 
trekken ligebaam behoort, in welk geval dit gedeelte ala fu^onV 
moet heschonnd worden, en ola zoodanig in den bewezenen regel 
ter inhoudnïinding begrepen is. In het aI;;emcon kan geen der 
beide gevallen voorkomen, dan «annccr het bovenvlak dee ligrhaame 
gelegen is boren de «nijding van twee of meer der opgaande 
ribben der zijvlakken in een of meer panten. Het bovenvlak 
onder, of juitt ter hoogte van het laagile pnnt van doonnij- 
ding van twee opgaande ribben gelegen zijnde , gaat het Gevolg 
der 5<Ie Stelling steeds Utterlijk door; boven dit pont of die 
pnnten kan soms de beteekenis eeno gevijiigde zijn, dierwijxe, 
dat optellen in aClreklcn verandert of omgekeerd 3 met andere 
woorden men moet steeds door inhoud des ligchaama do algebm- 
Üche lom verstaan der inhouden van de piramiden, kegels en 
dlisdert eni., nit vier lamenvoeging het ligchaam kan begrepen 
«orden ontslaan te liin. Ter (^faclderïng; diesl het vDlgende: 
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¥an Tierboelig liggend prisma &BCDGHIE (Fig. 9), kan beschouwd 
vordea als dc som van twee driehoekige liggende prüma's en van 
eeo paral Iclopi pcd nm : men trekke slechl» — Tolgens de cODstroc- 
lie bij het bewijs der 4(Ib StelIiDi; gebmikt — ia de sUande boTm- 
en groadTlakken van het priima de e*enw^dige I^nen GL, HM, 
XN, 10, en brenge daardoor evenwijdige vlekken GK en HO, dan 
hcell men doidelijk: 

Prisma A.BCDGIIIK ~- Prisma ALGKDN + Prisma BMHICQ + 
Parallelopipedom GHMLNOIK = JA(G -[- 4M + B). 

Verlengt men eclilcr du heide zljvl.-ikken ADFE en BCFB voorbij 
de lijnEF, en brengt men rcti cvcmvijdig vlak aan ABCD, name- 
lijk A'B'C'D', door dcit vtrlen^de zijvlakken, dan ontslaat er nog 
een driehoekig prisma, waarvan A'EB' hel (taande 'grondrlak ïi. 
Do Tcreeaiging van beide driehoekige prisma's op AEB en A'EB' 
kan men een dubbel-driehoekig prisma nocinco, maar ei;;coltijk 
is bel een zierhoekig prisma mei ABB'A' tot bazis, lijnde een 
vierhoek,' waarvan (weë tijden AA' en BB' lich in E Inischen de 
andere i^den AB en A'S' snijden. Het bovenvlak A'B'C'D' van 
dit ligchaam moet na ten aaniien van het grondvlak ABCÓ als 
negatief bcsi.lionwd tvorden ; want de lijnen A'B' eo D'C' Icopen 
blijkbaar ia lc{;cngestelde rigting van AB en DC, tervijl AD en 
A'D', BC en B'C' dexelhle rigtingcn hebben. Het bovenvlak 

B = A'B' X A'D" , 
is du mgafyf ten opngie nn het gnmdvlak 
G = AB X AD. 

Wuioecr A'B'^ AB ii, én alzoo hef middenvlak H boren EF 
komt, dan lal ém dnelide reden ook U negalief iqd ten opdgte 
van G. 

Trdit men nn ook de erenn^dige lijnen Ali' en B'H', dan 
U^kt nit de fignnr dat 

iAia — aA'EB'=aAAX'+ABB'M'— Parallelogr.A'B'MX' iij 
dn* ooi: 

9nmk op AEB — Priio» op A'EB' = Priima op AAI' 4- 
Primia op BB'U' — Porelleloiüpedoin op A'BH'L'. 
Hel bovenvlak, dat, toolnig GHIK onder de Ign EF wu, moeit 
opgeteld worden , moet nn - worden aigetrvAlen ; en mea beeft 
on blijkbaar : 

Priwu op AEB — Priima op A'EB' — lh{G + 4M — B), 
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too IsDg namelijk A'B' ^ AB i«j maar 
Prisma op AEB — Priima <tp A'EB' = (G — 4BI — B) , 
Manneer A'B' ^ AB ia gevordsn, of liever, daar in dit ge*al 
tiet tweede priima grooter is gevordcn dan het eerste : 

Prisma A'EB' — Prisma AEB = ;A{B + 4ill — G). 

Men kan dan het middenvlak M steeds ats positief in reLening 
brengen, door bel groolslo der beide vlatken AC cn A'C' ais 
grondvlak aan te nemen. 

Om aao te icijicn , dat bij het toepassen der formoie 
ik(Ci -h 4M 4- B} het otngel eerde driehoekige prisma, ncgalicf 
19, tan men oot 1105 op deic wijic Ie werk gaan ; 

Zij in fig, 10 alleen liei slaaodc grondvlak des prisma's voor- 
gesteld , AiillG van bet gewoon vierhoekig prisma , ABB'A' van 
bet dubbel driehoekige. Men trekke eeae lijn BIK evenwijdig tum 
AE en verlenge de lijnen GS en B'A' tot aan de» ^n, dan blytt 
viï de lïguar, dat men heeil: 

Prisma op ABQG = Parallelopjpednm op ABIG — Prisma op DBI. 

Komt bel borenvlak S echter boven E, dan hccf^ men eveoioo: 
^nima op ABB'A' — Parallelopipedum op ABKA' — Prisma opB'BK, 

Priania 1^ ABB'A' = Prisma op ABE — Priimi op B'EA'. 
Even 100 blijkt ook het negatief van het boven- of middeo- 
vkk «wdra bet boven E k^mt, mnt men beeft 

!«. onderE, GH = Gl — BI, en din,<q>dMe]fil««^ie 
2», bovenE, BA' = A'K — B'K, 

Zoo meo in Fig, 11 opdaande vlflUtm *an hA geknotte 
jiritma ABCDEF bavei) da lijn £F vcdengt, bet ^eel doer een 
Tiak evenwijdig aan bet grondvlak ABCD afiimt , en aldoi een 
■^eknM-jiggencl-daïibel-diieliodig-piiima vormt, don bcatut dil 
Dit het geheeh dobbele-priima ABNOEFO'N'B'A' met aflrekÜKg 
der piramida ffCDNO en h^toeg^ der omgekeeido pvandde 

Laat 6', U' en B' hetgnmd-, midden^ en bovenvlak van bet 
gthada dtdibets prisma nja. 

g , m ta b de overeenkomstige vlakken der dubbele 
pitatnide, en 

G, M co B de grond-, midden- en bovesTlaikea van bet 
gaknolte ^obbele friima, dan heeft men: 
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PliimAPKO]^ — omijek. Prjïma A'B'N'O'EF = 'bA(G'+4M'— B'). 
Rl«ma8F0CNO+ omgek. Pimmide WCH'0'=lh[g +-4m 4-*)i 
^dteoUwn^ komt: 

Varna ABSOEF — Piramide FDBKO 
— {<Mt(Bk.Pflima VB'H'0'£F + oiDssk.FiiamidaFaityN'O'} 
,=iA(G'-y+4(M'-«)-(B'-a)); 

dtt kt 

Gdnot Friima ABGDBF geknot am»ck. Priema A'Q'C'D'EF 

=t 6A(G + 4M - B). 
2a»-lM nüddeti^ak boren de lijn EF komt, is ook M lugatief. 

Bit geial Jt Au dTchwnkomiti^ met het eerst overwogcDc Tan 
htt 'ivlAtï^friÊmm ; ook na is hel boTenvlak B negatief. 

Indien mot in Fig. 12 dc m*bkkcn verlengt boTen de lijn EF, 
■néiB een a w Dwi}dig vlaï ain ABCO aanbrengt ter'Tonning *an 
een ' it%alaotüggeaMAbMdriebae&ig-prinm , «rut' ali bij da 
TOOigaRDdfl figonr onderateld !■ , met het ondeieolield, 4^^ iia 4» 
Vip. EF korter dan elk der endere njden AD en BG ii, dnmoet 
^ tel ]G^ie]e dnbbdeipiiMia de- pinuBide FDCNO h^vto^ ea 
UM mi^mtif.WC'afy afgalteUtt wwdea om btt gtineU»- 
tfaiMefa priima te ronnsD. 

, BfhODdeDs dciel|fde..beteekcaitHn der letter*, beeft oen dnm: 
Sttnm ABNOP' ^ omgek. Priuna A'B'fl'Q'EF:=M(G'4-4»'--«0t 
Piramide FDGNO4- offleek. Piramide FD'C'H'0'=:|A(y,-t- 4«+fc). 
AliDU optellende, komt: 

Priitna ABNOIÏF + Piramide FDCNO 
■— (omflek. Prisma A'B'N'O'EF — omgek. Pinmidt FD'C'N'0'} 

■■■=^.ih{G' +g + 4(!H' -t- «} - (B' - i)), 
d«t ii 1 EDO bug B' > ifr ia , 
Geknot Priama ABCD£F — geknot otn^ek. Priima A'B'CD'EF 

= jA(G-^4M — B). 
BdboienilakA'B'C^iinnne^w/indefonnsle^G^^llI-hB), 
omdat het bcBlaat ail dc algebraïsche (om van faüt negaliaw vlak 
A'B'S'0' en «an \elposüiese xlak D'CIÏ'O', welk laatate kleiner 
du het eerste ia. Wanocer mm cchler bet bovenvlak hooger brengt , 
dan wordt de i^de A'D' kleiner, mil en Icn laatile lugaiief. De 
aijde A'IK is mul, wanneer bet bovoivlak door bet snijpant M 
der lijnen AE en SF giat. Of tüt oOgenbtik ia bet TÏerhoekige 
bonwlak een driehetk genwden. Kieu nen bet bevenvUk nc^ 
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booger, ilan komi D' links van A', terwijl, vooreent nog, C'rfgfi 
ran B' blijllj Atta beitaat hel boreavlak B uit twee driehoeken 
of liever, clan i> bet een Tierho^ gewoideii , «atrran de o»er- 
tlaande zijden A'B' en CD', lieh mijden toucben de twee andere 
cqden A'0' eo B'C'. Vaa dexcn lierlioek ii de (getchadavde) 
driefioek , dtè B'C' tot i^de beeiï, negatief gebleven , terwijl de 
andere driebofk, met de negatieve rijde A'D', pontief i> geworden, 
zoo als dit ligiclijk blijkt alt Aa aitdrokling, 
Vicrh. A'B'C'D' = Vicrh. D'C'N'0' — Vierh. A'B'C'D' = i — B'. 

Zijn beide driehoeken met dc zijden A'D' en B'C aan elkander 
gelijk, dal i«: wanneer W = b \s, dan ia B = 0. 

Brcnjjt men licl bovenvlak nog honger, du vordt ft ) B' ea 
alïoo b — B' = B weder potitief. 

Gaat het boTcnvlak door het poot L, waar de «erleogde ribben 
BE en CF elkander (n^den, des b B wederom e«a énikotk die 
geheel potitief it. 

Boven bet pnut L wonü ooL de iqde HX.' ntguüf, eno ali 
da a^den CD' m B'A', en «dt de i^afwiil dar i^dai A'0* en 
B'C' reedi waren van de l^n BP af. Set hovenvltk B ii n Ugft 
na verder , hooger op , aleeds poaitief. 

Indien het middenvlak nog onder de 1^ EF ia, dat ta; nog 
potitief it, dan beeR men blijkbaar: voor dm ÏBhood vm het 
t^gekiufte Aêbbele-priama , weder de nitdraUing 

I = 3A(G + 4H + B) 
= Geknot FriimaABCDEF-i-IjBebaBin AVCDHL — Fir.EPHL. 

Somt bet middenTlti H in en boven de IQn BF, den wordt 
ook dit eerat O i dan m^slitf, daarop weder O , en' dan poHtief, 
even alt dit met bet boTemlak B aangeieond ft. De driehoekige 
piramide dna alleen , wat de ligcèamd^ inhondcB betidl, 
ali negatüf Ie beachoowen , abmede oUe doomedea , welke eren- 
wgcBg aan het gnudvlak door defe pinmtde gaan , vooc soo veel 
de' vlakte inbonden betreft. 

Beiehottwea einde^ het ^nl in Fig. it notgeiteld, waa- 
neer de lengte der ribbe W van het liggend geknot priama tna- 
lofaen de lengte der btide aitdere i^Uien begrepen ia. De ver- 
lengdeii der ribben an FC^BB anijden rich nn de eente 

in M onder de l^o EF; de tweede in L boren de lijo EF. Het 
g^DOlta dridioekige (viama ABCDEF onUtut nu uit bet priama 
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ABNOEF door bytoeging der piramide FNCP en aftrekking der 
piramide FODP ; sAAat: 

GetDolPriimaABCDEF^PrismaABSOEF+Pir.l'NCP— Pir.FDPO. 

Bij de omgekeerde ligchamen vordt hel omgekeerde priima 
negatief, maar ds beide omgekeerde piramidea bigven poiitief, 
dui heeft men : 

— Omgekeerd Gekoot Priima A'fl'C'D'EF = — Prïima A'B'N'O'EF 
— Piramide FD'P'0' + Piramide FN'C'P'. 
Zoo lang nu het bovenvlak bovea £F en onder hel niijpnnt 
L ligt, is het io zijn geheel aU negatief te beschouvcn,, en dit ii 
CTcn 100 bet geval met bet middenvlak ; te weten , dan is : 
B of i« = — A'B'H'0' + C'KT' — 0'P'D' = — A'B'C'D'. 

Komt liet bavBDïlak ter hoogte Tan het snijpuDt L , dac wordt 
dc zijile B'C' = O , en do» verandert bet vlak in een' driehoek. 

Boïeu hi'l snijpunt L is de igde B'C' negatief geworden =: 
B"'C"', cn aUnu ii het bÓTenvlalt ramengcsleld uit liree drie- 
hoeken nB"'C"' CQ QA"'D"', waarvan de eerale positief, de 
tweede negatief its , gelijk dit duidelijk blijkl uit dc uitdrukking 
g _ ,^i>,g..,n.„Q,., ^ c"'K"'P"' — 0"'P"'D"' 

— + C"'B"'Q — A"'D"^. 
eene plaattiag van het bOTeniIak tnnchen de lijn ^ ea het 
pont Ii, heeft men alEOO, zoo lang H onder EF bl^It: 
GoknotPrMfflaABCDEF— GekiiotPri«iieA'B'C'D'BF=iïA(G+4H— B). 
' ' Komt H boreo EF dan mcdt ook U negatief. 

U bet bonnvlak bom iwt u^pant !• gdefjoi , dtn ul B 
jKuMe/ ct n^atiaf^a, al na dat AC"'B"'Q gno*9r of Ateiner 
dan AA"'QD"' ü. — Dezelfde regel ^dt ook toot H ; — en- 
dan geefï de aitdmkking 

ih(G + m + B), 

de waarde Tan 

GeknotPrisma ABCDEF+PiramideLB"'C"'Q— Lifichaam EFD"'QA"X; 

Men kan nog opmerken, dat-ala men in de bescboawdo Figuea 
9, 11 , 12 en 13, hel grondilak naar opiolging der lellcrt rond- 
gaat, vaa A naar 6, tan B naar C, van C naar B en Tan D 
weder naar A, deze rondgaande beweging, — zoo als dc letters 
gepIaaUt zqo — eenc is die genoemd wordt legen-tonj maar 
dat, df men eenig negatief borenilak, b.T. tbo Fig. 9 roadgaat, 

II« DuL, II« Stuk. Q , 
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votgeoa de upToljjJn{; der ovorecukoiiuljg itaande lellen A', B', 
C', D', (!ezc roiKipjaaodi! bi;UL'j;in[j geschiedt mef-son, cuue jaiat 
omgetcerJE riglinij. Verder ziet incQ , dat in het weiict positief 
gevorden barcDTlak A"G"C"D" Tan Fi;j, 12 , dc [u[ul;;iiaDde 
Lcwegiu<; oolc tcêdei geworden is legcn-zon; eii cmilolijt , dal vij 
een bovonvlal , dat gsdcrllilijt positief cn (;i.di;tlli IijlL ncf;atief 
is, loö a]« hctïbt A'B'C'D' hij Fi- 12, of A"'B"'C"'D"' van 
Fi;;. 13, dc oing.-iD^ ïoIjkhs de orde der leltera om het positief 
deel ijescliiedt tegen- soa , eicii als Iiij de grondvlakken, en ooi hel 
negatief deid, met-son . dal is juist omgekeerd. Hierin ii aldiu 
eca (jcraakkelijk iiiidil<:l j;i^ii^en , om te oodencbeiden of m 
boven- of middtiivlab geheel of gedeelte!^ ab negatief moet in 
reteniii([ gchra;;! «ordmi. 

Ala oen ,i]id( T virarheflJ , hoe door de lanicnvoeging ïan Pira- 
midrn, IVifisu's cni. lot een enkd li>cb.im , ook liychsitielijko 
ruïiiU<?a en dwrËiicilcn kunnen onislann die als negatief aaage- 
merkt moeien aoi^Iin ; zoaclr» dc piraisjden io dubbtlfl zijn over- 
Qcgniin, zullen uij uuk u<ig een ligchaam, loo alt in Ftg, 6 is 
af^eljfcld , nader bt'Seliouwen. 

Wnnncer men de vlakken AFa, BGfi, Cllc , DW eni. verlengt 
(Dl dal twee opioljjcndc elkander snijden, dan kan bet ligeliaam 
nnn^einerkt vrordcn 1c bestaan uit dc lom van vijf afgck nolle pirs' 
miden , mtn een prisma , dat aan die pirnmiden gemeen is , waar 
dc rnimtc dubbel [[elcld is.. — Zij Fig. 14 liet grondvlak vsn 
bel ligcbaarn in Fi|;. Q afgebeeld : F , G , li , i , R de vijf punten 
naar dc verlengde lijnen Aa, fi6 eaz. elkander snijden, dan 
volgt uit do fijjnur 

Grondvl. ABCDE = AAFB + ABGC 4- ACHD + aDIE + aEKA. 

— V^b.FGHIK 

Borenvl. aheio =: AaF£ 4-AKo + A<&I + Aifls + AeXa 

— rijfli.F6HIK. 

Het f^jchaam ïs ahoo gelIjJc aan ds xnu der algeltinfto piramMea , 
die ABI , BGG, CSD , DIB en EEA. lot poidrialim habUn, en 
de driehoeken, ab¥ , bGt, <A<I , en «Xa tM bovBnvlaUieii , 
«tn het pntmi, dat den v|nHwk TGHIK (ot grondvlA bcelt. 

Wanneer men zicb nu Toantrit dat bel Weaibl iet ligcbiaB» 
«teeds hooger geaomea watdt, du id tot aan het hagtla top- 
pmt der 5 pÏTanideit , b.r, K, alles otiffaudarcl hetfdGla Uijran. 
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Kotnt echter het boTenvIak nog booger , dan tal tr tot aan htt 
hoogste lopjiunl der piramidrai , ,b.i, I, een gedeelle der roimle 
tijn , die tot geënt der dabbele piramiden beLoort, maar wel tot 
bel vijrhoeLigB pritma. Dit pri«ma, afgelnrkten moetende wor- 
den , lal de bedoelde ruimte ook negatief toorlomen. Men kan 
nch hiervan bet beat oTerluij^en door van bet laagste toppunt K 
lot Lel hoo,T8lo topponi t cpnige (Inorsneden to Icekcncn. lo elk 
dezer doorsncdon komt rlpin tin wgntief vlak voor, dal cemt klein 
19, vervolgpiis (jrooler wfiriii, lotibil !id |;plii!i tlfiat aan bel over- 
blijtende potitiere det*l An Hmrsni'de , en iikiu» een snijdend ïlak 
geeft, waarvan de wa,in!i> ^ O if, — IIii'm|i verkrijgt bet n^^a- 
(lece gedeelte dc otohnml Il'r posilicrc vlak verdwijnt geheel, 
maar komt danma weiler te vDiirsirLiji] , worclt i;roo(er, en nojinaa!» 
oaUtaal er eeno waarde = O, vriur da donrsncilf. Verder op wordt 
het poiiiietie tlak oo|; grootcr, Ik-i negatieve tleeA» kleiner en inn 
bet hoogtte toppaut 1 al', is liv' ni'gatiece j;c!ied ïerdwencn. 
Dc d(K.rsnijdiÜ5 vall ."iImul 1;, <l(^ (q;ni;;Mk-IJ,! plr.nmidcn. — 

Dc hierliij geïoegfic 10 .iLHir^QuUm 14', n, b, c, d, c, f, 

g, h, I, kunnen tol ojilii'IJiM inj ilcïpr re^tcncrin,'; iJicnen. In elk 
dier doorsiirJcn is liel negaliere ïIjIi [jtseliailuwd. — 

In dl- Fig. n «iL'It de *ijlli-iek 1.2,3.4.5 Ij.t. bet grondvlak, 
en de kleinere viJThoek, iiisgeüjLa duur 1.2.3,4.5 aangeweien , 
bet bo»enWik toor; 1.9, 2-.8, 3.7, 4.6, 5.10 rijn de projeo- . 
tien det vijf opgaande ribben ; 6, 7, 8, 9, 10 de projccliën der 
punten, waar die ribben zicli ivce aan twee aiiijJen. Fïg, b ia 
eene doorinede, genomen op de boogie van bet pnut Ij de ponten 
2, 3 en 7 vallen daar in één, en de lijn 4.5 i> van rigling om- 
gekecrdj waarnit een negatief dee) v.m bel borsnvrak onlalaan ii. 
Fig. c geeft cenc doorsnede icia booger, traarbij , behalve de aijde 
4.5, ook dc zijdo 3,2 omgekeerd is, en het gcheelc bovoivlak 
negatief i« geworden. Uicrhjj lict men w^der, dal de rang" 
orde van Opvolging der cijfers 1.2.3.4.5 j;i;!iiel ie omgekeerd. 
In Fig. d is dit mede bet geval, tcnnjl nu oot dc zijde ] .2 om- 
gekeerd gerigt is. Eet geheelc vlak is nog negatief. In Fi". o 
ia de ajde 1.6 Hui gewordeaj de punlen l.Scndiijnin een 
genlleni een {edeehe vao faet bovenvlak is wcdcrpon'ft'e/', en 
de «aarde nu bel |eliecle vUk kan = O zijn. Fig f.genh 
atetlen veder verdert , hooger genomen boventbkken voor, die 

ga 
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alkriQ» grooter «onlen: met aitiouderiug der lijde 4.3 loopen 
alle overige zijden in tegengeitelde rigling Tan de oorcpronkelijke 
in Fig. a. Het negatieve deel van bet boTenvlalt wordt (teedt 
kleiner, in Fïg. i is de binnenste vierhoek 1.2. (4. 3). 6 de af- 
teckeniDj; ecner doorsnede op de hoogte van het punt 6j de lijde 
3.4 is hier ~ O m liel bovenvlak weder geheel pofitief gewor- 
den. De buiienalc vijfbuck 1, 2, 3, 4, 5 atelt eindelijk een bovm- 
fbk ïuor , dat boven bel [lunt G geaomen ii ; al de zijden 
loopen bier iu tejjcnge stelde rigtiog van de oorspronkelijke in a. 
De ni!;]orde van opïulging der punten 1, 2, 3, 4, 5, wanneer men 
deu veelhoek latigs gaat , heeft lieb echter gclieel hersteld : bet 
bovenvlak is positief. 

Men herkent in de voorgaande ontwikkeling duidelijk den loop 
eeoer tveedemagla iiildnikking, die in Ime bestaanbare Tacloren 
onlbondói kati woideo, en het i* ligt in te siti^ dat de nitdmkking 
jan den inhoad eener doorsnede , in fnnctie van hare hoogte , 
jaiit eene «wdaoigD iqn moet: want Iaat a, 'a' , a" , a'" en a"" 
(Fig. 14) de hoogten der topponten nn de piramiden Iwioi 
het gnHtdiiak voorstellen, x ie hoogte eener doorsnede, b* de 
«1>kte4nhoDd Tan den Tijfhoel F6H1K , g, g' , g" , g'" , g"" de 
gnndilaklen der «qf piiamidea, en y eeoe doofinede, dan tal 
men hebben : 

~ig+g' + ë" + 8"' + g"" — ) 

t=G ~2Px + 0x* =(}{m--t:){n — M). 

TusBcben de grenien s = mm x~»iiy negatief; TOor 
j! — m ca X =^ n ii tj =z O } TOor » groeier dan m en « ii 
y weder positief, 

Is i =: O en a =~ a' = a" =. a'" — n"", dan «ordt 

s=^(g-i-e'-i-e".+g"'+8""){~^y = ^(^-l)'- 
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'Na ii alzoo m = «, liet M^oliew flak ïi radwenen, fa hit 
ligdiiBitt lelf cene afknotte of dobbele {ntamide. 

HoutTiLLniB, Iitiim'ttoee UgekanwH nut eveniogiige gmtd- 
tn boveitelaliJiM ileulfi» ioogle h^ben; inJien de grondtlakken 
der beida UgehdBun mu gtlghe grootte hebben en ook de boveih 
«fsuUcn even groot aifn; en indien ten laaltte de doormedm 
genomen op dezelfde hoogte, ei:enwijdig aan de grond- en boven- 
vbtkhen in beide tigchamen gelijk, van grootte sjf*t dan mulhn 
die twee ligcbamen , tiietke ook ocerigem Auiina gedaante wesm 
MU^, gelijk Taa inbond «■;», 

Bmia ; Er iQa bier in liet algemeea drie Qevallen mogelijk , 
t« «elea: of de nenwïjdige doormedea konoeD , naannale dj 
hooger genomen worden « van bet grond- tot het bovenvlak ileedi 
Ueiocr worden j of lij knonen, omgekeerd, ateedi grooler irarden; 
of ten derde, zij knonen afiriiKlend lot aan eene lekere hoogte 
in grootte arnemen, Tervolgena lot aan eene tvccde giootere hoogle 
veder toenemen, en loo hij arniueling tot nan het bovenvlak loo. 

Ho merken wij looreertt op, dat, ala een ligctiaam begrensd ia 
laaMhcQ evenwijdige grond- en boTenvlakken en cenigc zijvlakken, 
' cn tint b.v. het bovenvlak en alle evenwijdige vlakken toMchcn dit 
cn het grondvlak , kleiner zijn dan het grondvlak , dan zal de in- 
bond dei ligchaams Üeiner wezen dan een priitna, ataandc op het 
grondvlak del ligchaanu , maar grooter dan een ander prisma , 
tUande op het booenohik en van dezelfde booste als bet ligchaam. 

Ueo tndeele na de hoogte der beide ligchamcn in een eten 
.groot aantal, m, gelijke deelen, en brtngc door de deelpnntea 
(nodende vlakken, ereniAidig aan de grond- en liovenvlakken^ 
dan xnllen deie doortneden in beide lignhamen , Tol(;ens het onder- 
Stelde , twee aan twee gelijk ^n. Zij A de hoogte dca ligchaami , 
en laat de doortneden , van onder naar boTen , vourgetleld worden 

door • G, G„ G„ G„ .. cn G, = B. 

Dan zallen in bet eerste geval dit vlakken zijn , die van G 
tol B iu ijroolle afnemen. BeBcbrijven wij in heide ligchamcn op 

elk ilak G een priama , hebbende ~A tot hoogte , en wel begin- 
nende van het benedenvlak G naar boven , dan la! elk priama , 
volgen* bet opgemeikle, groeter tgn dan het deel dn ligdaani*, 
dat tnnchen de beide opvolgende m^vlakken gelegen ii : dleH' 
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•olgen» lollen «ij zoowel in hvt eene als in hel andere ligcfaiam 
hebben : 

1 flf 1' < ^ACG + G, + G, -t- G, + G„_,)i 

of konheidabaln t af 1' < A. 

Begfnoen «ij daBreat^D da prima'i op de inzeilde *hUt«i 
te beschrijTcn, nn hmta mar onder gunde, daa zal elk prima 
kleiner lijta dka het onreeutemneDde dsei des lisefaaooM, ca dm 
tollen hdiben : 

I of 1' > J/i(G, 4- G, + G3 + G-) <f > A'. 

Maar nu ii A _ A' = ^A(G - GJ 

= h(6-B). 

Het lencUl dn> der giDotheden A en A' zal al IMier en 
kleiner vorden, naannale » grooter genomen «ordt, tervijl de 
grootbeden I en I' ateedi toueben A en A' inllen b^pen zijB. 

Eieroit volgt , dat , daar A. en A' minder dan een%e gegercnc 
groDlIieid TertcUilen Jhmnm, de onretanderl^ke I en I' minder 
dan itdk eene groolhrad versdiillen moeien, ilai ia noodwendig 
I = I'. 

Heeft bet tweede geval plaaU , dat namelijk de «nijdeode vlakken 
tot boven toe ateedi grooter vordcn, dan blijlt de redenering 
TcJlkonicn deaelCte, ala men bet grond- voor boven-, en bet boven- 
VODT gmidvlak aanneemtr dat ia: de ligcfaamcn omkeorL — 

Bet derde geval is: tranneir de inhouden dei doonneden 
aCmaseUng over een gedeella der hoogte toenemen. en over een 
afleer deel vedet afiiemen ; dan verdeele men de héét ligchamen. 
door evenvijdigB toijdende vlakken in zooveela deelen ajs er at- 
viaulingen bertaan, loodat voor elk deel een van de beide eerits 
gsvillen plaata heeft. Den deelen dan in beide h'gchamen ttok 
voor itttk grfijlt njndo , no znlïen ook hmine «ommen wedenyda 
gti^k veien, dat ia irader: 

Ode Siiunn. J>e inhoud eeiw bohomige Sdi^f w g^ï^ 
M» «en zeide dn- hocgta, vermeiiigpul^d , tmt de tom van het 
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'gnmdelat , Act bovenvlak en fiennaien etti» doortnede der 
Schijf,' genomen op den halten aftland MuoAen hel grvnd- 

en bovenvlak. 

Binim Zij ABCD (Fig. 15} de Toorgeilelde bohormigo ichijri 
Laat om dea bol een cilinder NOPO betchrenn vorden , «aamn 
Let gmnd' en boTcnvlaL cienwijflig ii aaa de tUUch AB ep CD ; 
zij verder , een dubbelo kcjjc! ?iPOO beichreHn zijnde , 
deszelHf toppant- in het midilcnpunl «lea bob ca laat eindelek 
EFUITGD eene uilletcarifge dourancde zijn van de achijl', den 
cilinder eo dea i^el, dan ii, ds straal Mü jjairdkeo hebbende 9 

1g'= mg'— Bil' 
-maar MG = lU en Ml = iT, 

dna ÏG ="10*— ÏT.' 

ffiernit volgt , dat op dexelfde boogie, de doortnede der idiijf 
= de doorsnede des cUioden min de doonncde des kegels i«. 
Du i> ooi, Insicliea dezelfde cveavijdige vlakken: 
De bol*. Khi^ = de cilinder wtn de dabbele of gdnotle kegel. 

veder G liet irondvlak Afi, B het borenvlak CD , U eene 
doonnede dtr schijf op de halve hoogtij en de heogie = A. iMt 
gt «deieliae grootheden ipor den la^ ^% eog' de etend- 
vastige doorsnede dei cilinders, dan is : 

<i=g'-S, M^g'-m, B = g^-i, 
I = \h[g' + 4y' + g') — iAfe + im + h) 
— - + 4 (y' - m) + g' - i) = ih{fi -t- 4H + B). 
l'te Gevolg: Voor een bolvormig segment is B — 0^ das 
vordt de iohood van zulk eon segment gevonden door de Ttu'mnle 
I = SA(G + 4M). 
2da GiroLo. Indien bet segment gelijk genomen wordt aan den 
gelieelcn bed, dan is ook G O, en R de straal i^nds, is du 
M = R»ir, k = 2R, dos: 

Inh. Bol = 

fide QivoLo : De inhoud van bet ringvormige ligcbaam , voort- 
gdir^ door de omwenteling van een cirLelsegment AEB om eene 
middell^n LM, it gelijk aan den plaCleo ring, voortgebngt door 
de omwcnlcling der lijn £F , die door het middeD F der iooida 
gaat en regllioclig op de as ML ojigerigt is, venneaïgTaldigd 
met 2 der hoogte IR. 

Q4 
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riWiDt het riogiranDige UgcWm 'u het venchil Innchcn ie 
■di^f ABGD en Hm (dmoHen Ite^ ABCD. Sch^f en kegel 
faeUrai dneUile hoogte A , deielitle gTtnid- en boTenWakken 6 en 
mur & •cb^Fhedt lol mtdden*]aL den cökel ED := M en 
de gekaoUe kepJ den üAA FG = m, dm : 

Schijf ABCD = 3A(G + 49 + B) 
Gekn. Kegel ABCD = SA(G + 4m + B) 
en Hinijï. Liycbawn AEB , CBD = |A (K — m). 

7de Steluhb. Wanneer eene Ellipt GHVW om hare groote 
of kleine ag wentelt en alaoo cene omwentclingi-ellipioïdc voort- 
brengt , en Kantteer door itnee evenrnjdige vlakken , beide rcgl- 
hoekig aan do ommerttclings-a» , eene tchtjf uit dii ligc/iaam 
vordl gemeden, dan tal de inhoud dier schijf tytede door de 
formule 1 = iA(G + 4N + B) 

gevonden icorden. 

Bkvtih : (Pig. 17) Hen ïoode dit kunoen benijtcD , door op 
de venlcliagi-ai , om of in t)c ellipioïde , naar gelan;; dat dc 
groote of kleine as der EIIip« ventelings-aa U , eenen bol te be- 
•cbrijven , en de ïnijdendc vlakken DG en AB , des noodig, let 
den bol te Tcrlengeo. Deze vl.nkken zouden yau den bol eene 
•cbijf aranijden. Brengt men dan tn»>chen de jjrood- en boTeoTlal- 
ken ergeni een cfenwijdig mijdend vlak, dan zal men oleeds, indien 
a en 6 de halve aiscn der Ellipa zijn , de evenredigheid hebben : 

Dooren. Bol : Doorsn. Ellipsoïde = : b* 
of, ah de wenlellDg om de Ueias at gctchiedt: 

DooTtn. Bol : Doortn. EIUpHnde = b* i a*. 
Dm lal ook tqn: 
Bol*. Sehijf : Ellip«wde»onn. Sch^f =' i 4» of = i* : o'„ 
Haar C'en B' de grond- en bovenvlakken ran de bolTonnige 
uI^F cqode en I' 'haar inhond , loo ii : 

I' = iA(G' + 4M' + B'), 

(b> h* b* \ ' 

+ 4^M'-H^ Bli 

dal is: ■ I = JA(6 4- 4K 4- »)■ 

En bclEpIfdc lirefl plantt als de wentelb^ om de kleine at geschied is. 

fiUar men k.-in de itelIÏDB ook zonder hnip tor eenen bo! , 
regtgtreek» bewijzen. Laat daarloe om de EUipaoïde een Clindec 
I4PQ0 beicbreTea aja, «aartan de beM^rijTcnde l^nen evenv^dig 
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au de u VW lix^. Laat atn ds toppmttai der BtBpwida V 
m W nkende ilokkan ea yi gdmgt vordcn, mlke den 
oiliDdet doom^den, m daamn als graid- en bonavlakkea 
kauiiea aangemerkt worden , eo laat ten laafalo eto dnbbde 
besclireveii worden , hebbende het middelpiiiit H der HlipHiHfl 
tot toppunt, GD dc vlakleo en 7} tot gjrmd- en boreniUkken, 
Zij weder VW = 2a de groote en GH = 26 de kleine aa dm 
Ellipsoïde , ea Uat op eeni^a a&tand MX ^ k ee&e dootinedb 
van den kegel, den cilinder en van de Ellipsoïde genomen nw- 
den , dan lat men Lebben : 

Doonnede Kegel = v x — ~ Ki 

n Cilinder =z » X A' * = C» 

» EllipwHde = a- X ^ (a» — »») = E. 

Derhalve i»: E =: C — K. 

Dat heet ; op elke hoogte lal de doonnede der EIUpMÜde'gdyk 
zijn aan het verachil der doonacden nn den GÜinde^ en van den 
Kegel. Du is ook : 

Ellipsdide nam. Schijf = CiÜnd. a'b'e'd' — gekn. Kegel abei, 
het boTen-, beneden- ea middenvlak des gekn. Segeb 

= B', G', M', 
de doorsnede van den Cilinder, bIs boven 
= C, 

dan is voor de ElÜpiinïdcvonntge schijf 

G=;G — G', B = G — B', H = C — M' 
en I = lh{G + 4C 4- C) — JA(G' + 4M' -f- B') 
= *A(C — G' + 4{C — M'} + C _ B') 
= iA(G + 4M + B). 
Deielfde redenering geldt ook als dc wenleling om dc kleine 
as geichiedtj waarbij dan a in £, en omi;clLcerd i in a overgaat, 
maac 'overigens alles anveriindcrd büjn. 

8»t« Stuxiico. Indien men cem Hyperbool om hare groote 
of Unm « /oof wentelen , en door twee evenwijdige vlakken 
ngthooÜg aan do as van weHteiing eene leh^ uit het Hg- 
ohaam mydt , dan tal mede do inhoud van dese tokyfgeomden 
vordm door da fomule: 

I = iA(G + m + s). 
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Biwt/i : Lalt in Fig, 17 lU na LK de beide niilix^ra dtr 
Hyperbool BVS, TWD ToontcUea, cd nemea mj vooreerst na, 
dat d« «eotcling om dg groote ai VW getchicdt, «aarbij de mn- 
] 90 pen eeoen dobbelen kegel betchrijTcn. BeachrijTcn wij ook oog 
eeaen citinder, VBsrraa dc bcschrijTeude lijnen eTeonijdig aan de 
omwentel ing«-ai loopen, en wearran het grondvlak een cirkel it, mei 
de Lleine bi der EyperiMol tot middellijn. Zij \*eder a ea i de 
hrin MKn en MZ = « tm nbltoA naar waiinnllaii , dn ii : 
b* ■ 

Doorncde Kegel = «r X "^'"^ ~ 

m Glinder = t X = C, 

» HyperbaWde = ^ x ^ - a') = H , 
bygevolg : H = K — C. 

Hel overige van het bewlji is weder ^liecl als voor de Ellipsoïde. 

Indien dc wenteling om dc Llcine a» gcscbiedt, dm bew^oowe 
men den kegel ILBI met do ae GQ cn den oilinder mfyi, die 
lot doonnede eenen cirkel heclï met de viddcU^n 2a eo aa 
i», op den a&tand y van het pont M : 

Doonnede Kegel = X ^r* = K', 

> Glinder = ir X a* = C', 

» Hyperbolindo = t' X ^ (** + »*) = H'. 

Dol H' = K' + C' eni. 

AAniEBKlTin. Indien in Fij. 17 dc wcnleliiig om de (jroote 
aa van dc Ellips en van de Hyperlionl gpscliiedt, dan kan men 
bet iigchaam , ïoorlgehragt door dc Ellips cn dat door de Hyper- 
bool, aU lot é^n ligchaain behoorenda, betcbouwen, milt de 
ruimte door de Ellips Toor(gebragt ali n^aHtf in rekeniiig brea- 
gendn, want wij hebbent 

Doorsnede BIUpKlde B = C — K, ' 
a Byperb. H = K — C 

IfatBt men dan eeoe dooMMde in de fiypedwIcMte ATO ali 
bonavUk , eeue andere in de Bypnboldde TWÜ ala fKudtlaï , 
aa toMchea den bdden op den baltsn aritand eene doonnede ab 
middenvUl , 't door de Ellipsoïde , ab «uiteer het nidden- 
Tlal lugalüf ail t^n , 't ag door ceae der Hypeibolcdden , wan- 
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neer het potilief i», dm ul de nitdnikkisg 1 = i4(G4r4]ll4«B) 
de raimté doen Tmd«t> die gel^ ii tn de mm dar niiiDteo 
TOD de bofeatle cd ondanla Hypoiboloïda B%ainedw ■ niH dn 

iolioud der EllipMÏde. 

dde Stellikg. Indien de doorsnede CH der Eilipstnde in 
fig. 17 ethe eena Ellips is, soodat da Ellipsoïde niet meer van 
omipenteling is, maar drie assen heeft, dan »ai nog deielfde 
uitdrukking den inhoud eener ich^f tusschen Iwee eeenuiijdige 
vlakten doen tinden, Wnnt ook nu kan men de «chijf beichou- 
vea als hel TcncLil van eenea eiliplitcben cilinder met e^cu 
elliptiaobcn gekDotteo kegel. 

ll>ile Stelling. Eelttlf de geldt ook voor de eliipiitcke Byper- 
bolotde , als voor de Ellipsoïde mei drie assen. Bevijs al* Foren. 

Ildo STEUine. Uettelfde geldt ooi nog wanneer de as MV 
niet regthoekig staat op het vlak GS , maar daarmede eenen 
hoek naar welgevallen vtaakl. In dit geval moeten VW en GB 
twee mede-diamelen fijn. 

12.ie Stellihg. De Inhoud tener Sekfff,d9or twee «w«fi£r- 
£g0 ehiketi getneden mi «oiw PorafroJMUa, «wnA gek gmioiidm- 
door da form vl a 

l = |A(G -H 411 + B). 
Bmjs: Zij O&B de Parabololda^ en DE en fiC da beide 
enentrijdige doorsnèden , dat Ellipsen ot Cirkel* kauen tïjn , don 
weet'men dat dete doonned^o. eTeoredig ajn aan de BfalandecAQ 
en AR, tot bet toppunt A der as. Onderstelt men na een driehoekig 
prisma NMOPFG, zooJanjj, dat dc zijde MNOP =. Doorsn. TtE, ia 
het verlengde vlak DE [h-t , en dat dc .-ifsUnd der rilibc FG tot 
dit ïlai = AR is , dan becfi inpn op iedere andere boojjte AQ : 

Doonnede BC : Duoriaede DE = AQ : AR 
en 1) HL : ■ MO = AQ : AR. 

bijj;evo)g : puorsnedc BC — Doarsnede HL. 
Daa ii, Schijf DCCE Liggend Prisma MNOPKHIL 
la dos ook: 

Inli. Schijf = y>(B -i- 4lrf + G) = ijt(B + G), 

B -t- G . 
omdat Bf — — — — is. 

Aahbhking. Men ziet in het algemeen, dat, vanaeer de door- 
snedft tan eenig ligchaam Toorgesteld kan «ordén door ee» nil- 
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drnkkbg lan den Torm 

D = O + fcar + Cï> , 
vaarin t de hoogte der doormcde voontelt, men dan dit ligchaam 
betchouwco kan ali de som thd ecnen cilinder met tUndtaslige 
doorinedc — o , 

van ecDe wig of drldiucLI;; prisma, ali in F^. 18, met eene 
doorsnede op de booytc x =^ iix , 
en van ecnen kegel of piramide , met doorancdR 
= ex' , 

en dat toor eene«chijrnit dü ligchaam de ronnule 1 = jJl(G+ 4H+B) 
doorgaat, waarbij men oict uit hel oog moet verliezcD, dat *oor dis 
gededten dn ligchaami, «aarvoor D negatief is, ook de orereenltcnn- 
(lige ligchamd^kfl rmmte negatief lal zijn. 

Inde verttandelmg m den Eccr LonATio over helzeirde onderwerp 
ii an^etoond^ dat deidfde üildruLLinj; voor iDlioodavinding ook nc 
doorgaal als de doorsnede *an eenig ligchaam, voorhield kan worden 
door de formtile D =: a + bx + ex* + - 

Eet schijnt echter niet, dat dit op eene even eenToadige meeUnndige 
«ijïc asngGloond kan «oiden, alt voor het gOTal dat er slechlg drie Ier- 
men in de oitdnikking TOorkomeD. — De twarigheid bestaat daarin om 
meetlnuEig te doen aea dat /ai*jf* = J«* 'u. — Van loepaisiiigen die 
Tan de beweune fbrmnle goni^t kumien wuden, zullen wij alleen 
w^zen op de ïnliondninding van Fnaten, wanneer men de duigen als 
niipaboogni aanneemt, In dit geval ii het vat gel^k aan eene tcbijf 
eeoer Qli[»oïde. k bet nief rond, maar met ellipsvormige bodems, dan 
lal Int eene Kb^r i^n eeser EIQpioIde met drie Brnn.. Wil men tbd 
nik een fut liet «tim-gedeellfl berekenen, «aoneer het hori»ntia] lig^ 
gendegB*Dldi>,Hiodaldel>eidebodemtbedekt^n,daait het toon-ge* 
deelte eea segment eenCTËlIïpsoId^ wnrToordoaookdelönnnledoei^ 
gaat. Staat bet fost orereind, niodat de bodemi faomontaal komót, dan 
is hel WOK-, zoowel als bet gevnlde gedeelte, weder eene ub^f nit eene 
Ëllipwide. liij iohoadsmelingen van schepen of i;edeeIta)erTan,zBlde 
formule ook met trucht als eene goede benadering kimnen toepast 
worden. In bet algemeen is het, in de loegcpacte meeAsode^ eeoe 
belangrijke nitdrukking voor do inbondi vinding van ligchomea. 
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OPLOSSINGEN 



▼OOK TCLKu iiumrooKDurs, in AUUntSB TIlBlBniRa TiB 
mn jiKK 1848, ns tuit n Tounniu uh br ud 
DM ouoontaui 



TRAAGSTVK A. 

^f!t traitgl thix stand der drie toomame of hoofd-aisen ton 
omwenlcliug te bepalen , die in ccncn scheeën kegel met cirkel- 
vonmge &u», door het ticaariepunt van dat ligehaam ttamen 
gatrokim murdtm. 

opix>ssinG. 

Drie oaderliag loodregte auen, gelrolken door eenig punt van 
ccQ Iigchaam, worden hoofd-aBten Tao omvealeliDg genoemd, indien 
YDor dezelve de drtc integialen fxy^m, fxsllm, /yx^M, 
waarin dc differentiaal der musa nwistelt, leTdnjneD, muuwr 
zij over het gehecle ligehaam wrden mtgebreid. 

Bg PoinoR, Tirailé d» Méomiqne, Tom, U, W men bet 
hew^t Tinden toot liet butaan tbq ten inhute Ha ttebd im 
drie loUo anen door elk willdLenrig pmt nm een ligeboam , 
wdLo ook donlGi gedaante sg; ook mtdeo aldaar 'de Teigd^kin- 
opgegerm «aardow do atand na die aiten ia het algemeen 
bmloid kan, vordm , mur in lommige geTatten lal men de op* 
loMDg nn dit Vraagttak veel kannen TCreenmidïgCD, doot eene 

II* Dnt, n* SicK. k 
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getcbiklB Leozc van lict rej^tlioclrj; L-oüfdmalcnalcItc), waoidoor men 
de ligging der boord-assen Lcpalt. 

Dit Hil bij den scheTen kegel met cirkelronde baiii pluto 
hebben, ali men den ooripRag «telt in bet zvaartepim^ «umm 
bier de hoord-auen gezocht moeten «ocdenj het Tiak dat door de 
a> loodregt op bet grondrlak ataat ioof jesvlal en de loodl^n 
nit bet iwaartepimt op liet grondTlak gelrokken voor u der x 
Mmuemt} de rigtingon der v en y enen xijn dan mede bepaald 
en datr na lan beido iqdea van bet «stÜ alles lymetrieL is, 
weel mea leeda TooraFf dat de mleg;Ta1ea f^Sm, SyaStn uit- 
gebreid orec bd geheels lïgcbaam^ Terdirijnei^ vant Uaariilgkdgk 
boeR men nor dk pont aan de eene tyde ran het «siUk « 
«Mrioor cyifm en ygUm lAxn vaarden hdibea, een ovenen- 
konuüg pont aiu de andere xijde , «aarroor dis waaiden 
dodi tegengBiteld na leden njo. 

De nug {■ DO of men de y a> onTeianderd latende, de »»- 
•en der « en der. s nxidanïg in het ovrlak kan doen dni^en , 
dat *oor eenigen iland denelve ook fx^m ge)^ nol lij. 

Stel biertoe dat de nienwe as der « (of die der eenen hoek 
ip moei maken met de oonpnmkelijkB ai der dan «orden de 
coördinaten x en < ybo de Tencbilleode punten in bet ligchaaoi 
verTDogen door nieuwe x' en s' , zijnde volgent bekende fbrmnlen 

w'~x Coa,<p — X Siv.(p , s' — j Sin. 0 + a Cos. lp; 
brengt men deze waarden oTcr in ƒ ï'ji'^wizrO, dan vindt men 
Sin.2<p.S{s* — s*)llm-i-2Cos.2:pfxiiSm = 0, . . (A) 
door wclko vergelijking 0 bepaald lal zijn. 

Wij xallen do) eerst voor de oorspronkeiijte assen da iBlqjra- 
len Jx'lSm, f**!Sm en f xsgm loeken , cu Iiicrloe Terplaat- 
sen wij den oorsprong uït het zwaartepunt in den lop, terwijl de 
aucn evenwijdig aan hare eersic rigliogen tilijicn , zoodat nu de 
kegel (zie Fig. 1) bepaald is door zijne botste OA = a, den af- 
stand AB = fi, en den straal van het grondvlak BD = R ; en 
wij vervangen de rcgthockige coördinaten (voor deze assen aangtn 
duid door fj, y, en 2,} door polaire, stellende namelijk 
lE, = r Co#. e. ïi — r Sin. 6 Cos. ^. = r Sin. fl Sin. 4> , 

waarin dus 9 dc hoek is die do polaire ordinaat (OM = r) maakt 
met de as der en ip de hoek die bet vlak gaande door r en de 
as der « maakt mrt bet xyvlak. Alle pnnten van den muueren 
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itgH lonneD din .tnovat «ordm door in dc verge^kiDg 

*" Sin. 6 SiH. i, 
Mf van Sj =: O tot = a te laten aangroeijea en cUarini aan 
0 en 4*1 toHclien leLere greuHD, alle mogd^Le vaaidea te geren. 

fieugramn a^n voor 4* de Iweken, van de vlaUen gaande door 
de M der « én ilen lugel nlwnde,'met bet «jr?Iak> bepaald door 

Cot. = <Srf.T,0C=:31«w. COA= — = ' 

Col. ♦,=<a>t y^OC =: Ifav.A£)C=— ^ =— |- 

Heeft aten mdet toot 4> eenïga vuude touchen deze grenzen ge- 
nomeB) dan toor die vaarde de grenzen van 9 bepuld door 

Co(.9,=CW.r,OD'= Tang. D'OE=^=^ . 

z^nde.bet ia do fignnr duidelijk dat men heeft; 
AE = AO Totig. AOE = AO Col. y,OE = a (7o(. J. z= BF, 
„ AO _ O _ _ ff 
~ Co». AOE ~ SiH. y.OE ~ ^i>». J,' 
ED=EF4-FD=AB+Pi)=AB+(4BD"-BF')=i+j/[R»-a'Cöl.*H 
ED' = EF — FD' = A — — a* Cof.' J.). 

Slellen vtj verder iortheidahalve de massa der cnbïele eenheid 
van het gelijLiIaehlïg ligchaam gelijk 1, dan ii }Sm=iix.ty.i*, 
welke nitdmUmg, too als bekend is, doorbel gebrnlk van polaire 
ordinalen, overgaat m r* Sin. S Hr. ïS6. en moet men nn 
eenige inUgraal b. v. ƒ F {x, y, a) tx^ ïSy. 75» over bet gebeele 
ligcbaam uitbreiden , dan substitueert men in dezelve voer de 
r^tboekige coCrdinalen honnc waarden nitgedrnkt in do polaire ; 
integreert eerst len opzigle van r, van r = O tot de waarde van 
r, die met £, = a ovcceenliOmt; daarua )ea opzlgte van 9, van 
S = 9j (ot 9 = fij en eindelijk ten opiigte van j-, \aa^=^^i 
tot ■(■ = «I's- 

Zoeken wij op deze wijze al dc integralen 
Sx\in, Syl^m, 
JXJ/tSm, Sx^^im, 
A 2 
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ƒ yVm = ,S MR" , 
ƒ «■»» = ; Ha' — {, M.' = J, o'M, 
ƒ lUtfm = § Uafi — ^ Mai = Is oiBL 
Vader Iiedl men uit de TBrgelijking (A) 

„ „ . 2 ƒ juifm 

'^^^ = - J (»■ - »^ 
du. ïimg. 2$ = - ■ ■ • (») 

Taoidoor de tigtlogen der hoofd-ancii {[eheel bepaald lïjo. 

De aïtdrnklcing loor TVin^. 20 \m alleen den onbcpaaUenTonn 
aaDnemen alt men heelt £ =r O ea 4n' =a* of = o, dodi 
in dit QCTal ii hel ligchaam eea r^te drkelTonDigc Lc^l, waarvan 
de luiogte gelijk ii aan de middellijn der bazit j en elk rcgtboclig 
auenitelMl, vaarran Jiet zvaartepant de oorsprong ia, zal alsdan 
een stelael Tan hoofdalten zijn. Dit «ordt ooi nog beyettigd door 
dat hier de integralen fs*im, /y'ifmj ƒ«'<ƒ»» allen gelijk 
«orden, namelijk = ^ JBR' ; bij PoiBaon vindt men aangetoond, 
dat in mik een geTal bet geiegdc plaats heel). Zijn alechts twee 
der initialen fa.v. fx*Jlin en ƒ y'ïfm aan elkander gelijk, dan 
bestaan er no^ een oneindig groot aantal stelsels van hoofd-asscu, 
doch deze znllen allen de as der « gemeen hebben; dit zal Kt. 
j^ti hdben bij den legten cirkel vormigen k^el als de oorsprong 
der anen ergens in djne as genomen wordt. Ook wordt dan in 
(B) alleen fi = O, dus $ = O, zoodal een der bootd-agsen overceo- 
komt met de as der 3 of de as van den kegel; maar daar nn elk 
vlak dat door deze a» gaat den icgel in twee aymetrieke deelcn 
verdeelt, is bet xe vlak onbepaald, en kunnen dus voor dc twee 
andere booQ-wsea aangeninnen worden twee lijnen, die door den 
ocr^nmg gaan en, in bel <yriak geleges , onderling loodr^ lïjn. 
Men kan ook gemakkdijk aantoonen, dal bg den Kheren k^d 
geen deier genllenkni phats hebben, omdat de integialen fa'*im, 
J Jl'^im en ƒ «"ITm, waarin x' , y' en de coördinaten ten 
opzigte der hoofil-Bisai voorstellen, allen ongelijk worden. Men heeft 
namd^k omdat x'=x Coi. <P — b Sin, <p en s'=x Sin, tp+m Cm, (^it, 
Ja'*ll»(=Coi,*tpfx*^m—2Sin.(pCos.(pfxxim+i^*4S'''!ii* 
. ƒ y'*im = ƒ y*gm = ƒ y^*3m 
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iTorden, dan xoudie men door Toor de integralen hnnne vaardeo te 
ïobatilaeren, namelijl ƒ x*im=zl, M (è'-J-4R»), ƒ y*ifm=^ HK*, 
ƒ s>a'r/i — ,"3 Mo*, ƒ xg}lm — Ma£ na hHeiding «ne 
der drio voljjendc TCrgelijUnjjen terkrijfjen ; 

Tang. *<t> (4R» — o») + 2<j6 Tang. — J> = O, . (1) 
2<i6 TJin^.a? — C4R» 4. A» — o') =r O, . . (2) 
Tang.*(ti. h* + 2<ifiï'flnf.$ — (4R» — o») = 0;, (3) 
2 ïiMW , (6 . 

lDuriiit(B}TOlgt, ali men opmerlit dat Tong. 20 ^ J'a^ *0 

r*»^. »4l.oi— {4R» + b' — O*) rang-. — oi = 0. (4> 

ZoD dn do Te^lijkiDg (1) voor eenige «nide nn o, i of R 
«ur i^, dto moest identiek j^n toop die narde ml (4), 
«aartoe vereifdit vordt 

2ab 4R* + i* — o> A» 

___ _ _ . _ ^ en _ - 1; 

liet laatife geeft A* = 4R* — a*, ea deeeralc aitdrokking tct- 

andert hierdoor in ^— — —j dn* zonde a* = — A* moeteniijn, 

bcfgeca ODgcrijmd i«. Door 6 =: O en levena 4R* — a*=0 
of 2R » a Ie tlcUea, vcrdnijnt Iict oigcrgmde, «uit de eertte 

dtdrokiing wordt dan - — . 
Zoo ook zou nil (3] ea (4) volgen 
2g _ 4B' + A» — a* . 4R' — g' „ - 
4 — bA a* ~ ' 

doe «adMom i&' a* = A* en v^eni de ecnte oitdraUii^ 
om liet (ngerijmde te doen verdirijaen A = 0. 

Uit{2)lieeftineorang.20= ^'^' ~ , 

dol zonde men dan dieaen fc hebben 

4R» + A' — a* 2ab 



2o6 ~ 4R' + A» — O» 

of (4R' + A» — «>)» = — 8o»A', 

lietgccn onmogelijk ïi, zoo niet 4Ri — a* =: A' =0 of 2R=: 
en & =: O wordt geiteld. 



Hen ite( <]iu, dat alleen bij den reglm clrkelvonnigeii kegel, 
mtmn dn Iiw^le get^b ii aan de inidddl^n der buaa, de drie 
int^nlen gdijk knnnGn worden al> liet iwaiffepiiat de oonpnmg 
ii; dit zal dan mi (lie Poiuan) het eeDigste pnnt Tan dit 1!^ 
ehaam weien , iraarvoor dc drio hoofdiaoineDteD van traagheid even 
groot z^*D, cn vaarroor clk n^hoekig asscn-itelacl een alelael van 
hoord aescD is. Omdat hg den schereni Icegel de ïnl^rden toot 
het zwaarlepant bUb Aie ODgtdql b^, bettaat er {een pont mr- 
TooT dit plaala heeft,' maar ii ér voor éSk pmt aledta^ Keliel 
Tan hodfd'auen. 

Do uildmkkingen J"iï"3'»i, Sy'^^^^t S '"Ü»' worden bij 
den «cheven kegel Teel zamengegtelder dan fx^iM, /y^tfm en 
fM*Sm, men zal daarom met Toordeol van deze laatste gebmik 
knmien maken , om het moment van traagheid van het ligchaam 
nor ecnige a> te bepalen. Trekt men namelijk door bet zwaarte- 
pont eene lijn erenvijdig aan die at en alcit men dat p eny 
do hoeken zijn, die z^ met de sucn maakt, zoo it bel mo- 
ment Tan traagheid Toor deze evenwijdige ai , :=:: Sin. *» 

eo ïa nn d dc ifslanJ ï,-in dc (;c^eTeiie ai totaanbelzwaart^Kint, 
dan heeft men TOur Iict gcvraaj^de moment 

N = N, 4- dm (waarin H de matsa it). 

Om de gevondeoe formnlen te toetwn zullen wij dezelTO op de 
volgende bijzondere gevallen toeputen. 

y. Laat bet moment van traagheid gevraagd worden toot eenen 
regten kegel die om rijno at draait 7 

Hier ii A = O, = /y'^fm = ^ MR* en du bet 

geTraagde moment = + y») ^ ^ MR', 

do Dyiutnica van J. P, Delprat, btadz. 44, die na 
L B. Scmmn, bladz. 309, § 305.) 

Z"* Laat bet moment Tan traagheid gevraagd worden vocveeno 
al dia door den top gaal en eenen hoek S maakt met de n de* 

Door ia de njtdmUiog toot R, te atellm ' 

< = 00 — S, ^ = 90, ). = S 
. ƒ •■>«■ = ƒ = A MK>, ƒ •■»» = i MaJ , 
wordt 

«, = i, HR' {Cf».' S + 1) + A M«' Sin.' J; 



CU du bet QGvn^s mDment, omdat hier d c= } s Sm, i is, 

of N = la M {R' (I + Cos.* S) + 4a' 5ïit.* ï) i 
waarin a de boogie it van den Iqjel, 
(Zie I. R. ScoMioi, Jh/namiea, bl 311, § 371). 

B. 

Fan ttcce punten is dc afsland en het venckil in ieogU ge- 
geten; indien nu da uiteinden -van een tovw, datteMg^SMIUi' 
lengle heeft, in die punten bevestigd worden, en het tomo 
vrgelgk tuderlua^eiuie den norm der ketiingiijn aanneemt, hoe 
wr Mal dak iét btagtte punt van elk dor ophangpunten «enry- 
dgrd tgn? Me» veHangt de berekening deMer ^standen <^ een 
vottieetd i» göatlm la^epatt ie aten. 

OPLOSSECa. 

Venmdentd dat (ne %. 2) AC de boog a^ dar ietUnf ^n dis 
de tme punten vereènigt^ dan Imniun «$ ala bekmden aamianen 
den. horiiontaleB a&tand AB, bel TenéUI ia hoogte BC en de 
leafia na deo iboog A.C} alxoo. 

.iB=SM, BG.= », SocglCssL 

Iaat SP, de vetfiode m der kettingiyn, voor u der ttdlaBten^ 
en zekere horinmtalB FG vow ai der abiciiim aangenoaen -worden, 
an U de veigd^ldng; .der lettingl^n ten op^^ van deze atien 

, = :../:.<» 

vnAi • de baitit van bet ffqieriuaiche logaiilIinieiBlelid, en om- 
dat voor • = 0} y « midt, s de Ign EF oP de ordinaat van 
bet Jamale pmtt voontell. 

Indien men den ordinaat en de sbstiê AD of BD van oen der , 
pODim A of G borgend heeft, zal men allet konnea viDden, wat 
vaoSg ii em de belieUebjke li^t^c der pnnten A, E en C ver- 
der te lennen, 

ffieitoe heeft men behalre do vergel^liDg (1) nog, vanneer S de 
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lengte na eanigcn boog mmtelt, geielcnd Tan bet lugtte pontl^ 
cn «Mnm # da pitgecfia » ap Je u der abtciiMn 



■ . (2) 

Stelt men na AD =: £, en in de verdij kingen (1) en (2) 
achtervolgens 

a> = AD = 6, y = FD, S = Boog AE, 
j; = BD=:» — fi,y = FC' = FD — «, S =r EC, 
' dan lueft d 



nntit don- ifbeUing en optcHing tol^: 



telling Tdf[r: 

" ) + (. J . • )|, 
1. " )_(. ^ . ' )|, 

iten Ie nemen 

.-..=-,[i.-i{.-J^| 

" [ • - • ƒ = KI' »■). 



«B doorliet TUtoUI der nerlanten 



TiV >a»lTBA«lH. 



U 



door deie vergel^kbg it t at bijgevdg ook a bepaald. 
Veider Lm men de oitdraULiiig voor n op de Tgigei 



. = ||(^ ) + (.-. )j 

{ja p-^ _ »— i _ I- 3»-w _ M— 1 

!■ 1« "lm " ü " U \ 



2a 



2« 



hieniit nndt men door aphtmg Tan eene tweedemaglmrBd^ling, 
«aarraa alleen de porftierc vortd eene bettaulan wsarde toot 
D oplnert, 

ca (hu 



'1. 

2» 

waardoor allee bepaald lal lijn ; want men kan nn met de rergd^ 
king (1) Toor Z = 2 de ordinaat FT) berekenen, hiertan EF ~ s 
aftrekken en daardoor DE vinden, terwql dan de a&landen AE en 
CE nit de icglboek%e driehoeken &DE en GG'E, waarin do regt- 
hMkat^deo bdend x§n, beneend kannen «oidai. 
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Zoekt men ni^ *oot x = CC' m — b &e ordioaat FC' en 
Inkt mm denlve af tbu FD, dan moet dit Tcrtchil gdijl zijn aan 
bet f/Bffnm vendiil ia hoogte ; en ola men met de Tergelijkiog (2) 
noc X ta K z= m-— b de bc^cn EA en EC berekent^ das 
moet derxdfer torn gelijk lijn aan de gegeren lengte van het touw. 
Hieidaor kan men de jmatheïd der oitkomiten beproeicn. 

De Teq>elijkïng 2^ '~ ^ ^^ "" m" ~ ^ = P decht» 
bg benadering en door beproeTmg opgelost worden , en heefï geeoe 
bestaanbare wortels, indien niet pyi is, zijnde bet minimum Tan 
p ïoor « = O, p = 1; uit «1 < y(P — «») Tolgt ook 
I y (/(m' + «') dat is, de lengte van het loaw moet grooler lijn 
daa de afstand der ophangpmtlen , zoo als uit den aaid der zaak 
TUI zeliea op ta loakan ie Voldoet p aan de gezegde Toomaida, 
din heeft de tnooendonta vergelijkiDj; iwec gelijke dodt tegenge- 
stelde woricli en niet meer, omdat — ^ — ran 1 tot oneindig 

aangroeijendc er tlechls Gene positicTc en ecno gelijke negatieTc 
marde voor m is, waardoor deze nitdrakking eene bepaalde «aaide 
p wArijgt 

Door e' en e—* in reeksen (c onlwikkclcn, TÏndt men 

^ ' ' 12^^.5 ' U.3.4.5.0.7"'"l.2.3.4.5.8.7.8^ ' eM.=^- 
U na p veinig meer dan 1 , dan zal « niet zeer gRX)t z^n, en 
als men de i^' en hwjjcru magicn dcicr grootheid venraarloost, 
vindt men voor dit gCTil 

. = ± l^(p - 1); (1) 

verwaarloost men alken dc 6de en hoogere magtea, dan krijgt men 
door oploniog van eeiio vitrkantsrergelijkiDg 

a' ^ — 10 + 2iy5{6p — 1), .... (B) 
waarvan aDecn het boTcnsle Iccken voor s eene bestaanbare waarde 
geel, namelijk ; 

M = ± kC- 10 + 2y5(ep — 1). 
Brengt men de OiJo magicn nog in rekening, dan ia a bejiaaU 
dooe ds Tei:gelijking 

«tf + 42s' -h 840fl' — 5040(p — 1) r= 0; 
of als nxa m* =3 2(s' — 7} stelt dooc de meer eeovoodige 

*'* + 63*' — 14 (46|. + lï) =: O, . . . (C) 
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welke altijd ilechli c<!iicn bei (aanharen ]]oritie*en votlel lal heUieOf 
omdat dc coëfBdËnt van a! potitier en do bekende temt actief ii. 
Zoo al* bekend ü, kan men inlk ccne Tcrgel^kiog genakkd^ 
met b^lp oencrJoguithmeo-sioostarcI oploMeo; slelt men dmitoe 

,=ïl/£l,T^.V=-^^^,t„ ïi,,j.*=(1^3i.«.JP, 

dan is de pontiefe beitaaubare vortcl 

»' = — r Col. 2<p. 

Heeft men op deie wijie, iranneer p niet te groot ig, de waarde 
van X te naatten bij fjcvonilcn, Aaa kan men die in de Oor- 
iprankelijke vei^elijking lubaEitaeren, om Ie onderzoeken oF dj 
genoegzaam naanwkeurig 'n; maar ook in bet algemeen Toor alle 
mo^lijke vaarden Tan p is de benadering «an it taxA moqdijk^ 
en xal zij bet voordeel bebbeo, dat men zeker met fot hoevam 
de benaderde «aaide na3nvkeari(; ia. 

Stelt mea mrodgk m da vefgel^Uug 

e* ='10" en d» s = u iVip. L^, 10, dan venndert in 

onder «eiken Torm z^ zeer gescliikt is om met bebnlp Tan eene 
Drjijgiaanache-logarith men tafel opgelost te worden, 
10"— 10-" 

Het eerste lid (lo) groeit gedarig aan als « 

Tcrmecrdert, cn als bet tweede lid 2pNep. Leg. 10 =: (j) no 
naamflceorig mogelijk berekend is, zal men ipoedig kannen att 
tosacbea welke twee op elkaudet Tolgende gtèeele getaOea i* 
legen ïi. Stel dat TOor « ^ r, «d ^ 9 en voor s = r + 1* 
w^qv^ maar dat in het eoata geval v minder tbd q venclüll dan 
in bet tweede, dan weet men, dat « tntaehen r en r + 1 ^e* 
waarK^al^k digter b^rdanb^r+lb; men nJ doe 
in w nut u adtterrtdgens knnnen nbiIitBemi « s f + 0.1 , 
«I = r -f- 0.2 , . . . eu^ ti>tdat tow eena dezer mrdot we- 
denm vy q wmidt; mi duMntegen w Termoedel^ digter b§ 
r + 1 daa 1^ r, dan un men voor m de «aaidea r + 0.9, 
r + 0.8 , . . . enz. telkens met O.I afUinunende, lonnen 
sobilitneien, totdat w ^ 9 weid. 



ovLoitiaaiK 



ffierdoor nndt iHii nat n Une gmucn, die ilcdite 0.1 ver- 
idnieB, loodat het c§fo itt tioidededen bepuld al ^b, en 
tnnmite na de gerondeiw «auden im to unlmmeii, dit « bet 
digbt 1^ de ïlanfte ot de gnotitQ greu it gdegeo , ui loen 
TOOT « gelillen iiil)«titiieren, die met 0.01 opUimmeD of atdiJea, 
trtdit men nit de vaarden, die w bdomt, loor u twee grautn 
lan aann^nnf die (teebti 0.01 *er>cfaillen , waardoor bet ogfw 
der bonderdits deden geraiden ïl Oeie handelnijie, die «ij don 
een voorbeeld zoUen 0{&elderea, kan men Toortietten, telkenade 
ïnahtttende grenzen toot u Temaanwendc, loover ali de naaaw- 
ienrigb^ der logarithmentaieli het toelaat. 

Hieih^ valt nn op te merLen , dat de BchIcrcenTolgcnde nibitï- 
tnttëa leer gemakkelijk knnnea gedaan worden, omdat devaardcti 
van w en bare arilhmetiache complementen teveoa de logarithmen 
njn van de magten van 10 die in ut voorkomen, namelijk 
Log. 10" = u, Lt^. iO--= — u z= (10 — ») — 10; 
men vindt deie 'niagtcn dos dadelijk in de logarilhmeDtaleli en 
na dezelve van elkander a^etrokken te heblven, deelt men doorw, 
het qnotient loolaog voorlzellende, totdat men heoordeelen Ion of 
de gestelde vaarde voor u te groot of te klein is. 

Tnuchen twee achtereenvolgende grenzen voor u zonde men 
bot^Btcna negen ïabtlltntiën behoeven te doen, om twee naanvere 
gtcnicn te verkrijgen, doch wordt dit aantsl tol vijf Vürniinderd, 
als men begint van do grcna lot wtllc u hel 'meest nadert, dat 
is, die voor to cene waarde gecH, welke het minst van ^ venchiltj 
en men zal zelf oog ccnigc subatitutiën kannen oilsparen, ali moi 
timcbcn twee grenzen de vermeerdering of vermindeiiog van een 
dcrzelvc bepaalt door cene eTcnredigheid , op deozelfden grond als 
men bij het zoeken der logarlthmen de evenredige deelen berekait. 

Stel namelijk dat voor u — r, w = g' ^ g 

cn voor u~r+l,w=:q'yq 
zij, dan moet r zoodanig vermeenlanl «orden dat w gelijk q «ordt of 
met q — q' naagroeitj daar na i vermeerdering van r eene aan* 
groeijing q' — q' geeft , zoo beefi men de evenredige aangroeijing 
van r gelijfc x atelleode q' ~ q' -. q — <i' = 1 ■ «sannt 

m = - ~ ^ - ; men soodo daarenlc(<m —, voor de to- 

9*— 9 9—9 
mbderiog vin r + 1 bddwn. 
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Uütm Uit D^Ker duer quutiönrcu gcbruitcnde , ralielcrt mea 
datniKde de wurde tu) h , cii vcrrigt üan de ndwtitaüe^ om Ie 
ondenoeken ot dïe verbetering voldocDde is, en om weder nieowe 
gceniCD, die liccbu in dc luttle decimaal vcrtchillen , voor ccne 
Terdere bcoadering le ïerkrijgen. 

Hog merken wij op, dat de aclili.-rceavul(;ende deelingen, die 
men door w moet doen, gêmakkelijk aflnopen, al moeit men eenïge 
malen de fubililntiëa heriialeo, voor dat mm het rc^ cqfeè 
traft; «>Bt in den dcslef verandert alteen bet lutite t^fxTf en 
de prodoclen tan den dealer met de gedeeltclqke qnoUënien koU' 
Den dot door bijtelling «an een klein getal grmakkdijk nït de 
prodoclen eencr voorgaande deeliog a%eleid worden. 

Seic wijle van benadering 'u niet le omtlagtig, leker, kan 
altijd to^fiiiil worden, welke ook dc waarde van p lij, en ii iclfi 
dei te gemakkelijker naarmate p en liijgevolg ook m grooter ij , 
omdat dan de negatieve magt (e~' of 10-") wtinig invloed heefi 
op de waarde van liet txrsin lid , tcii .minste wanneer men zirh 
lol xes of zeven decimalen in de waarde der onbekende bepaalt. 

Indien de afnland der ponten A en C , en btm vencbil in iioogle 
BC gegeven zijn, dan kan men nil den r^boekigen drielioekABC 
oiiiniddellijk bumicn liorizontalen afiland berekenen ; wij itellea 
dui als vnorbn'ld dat cr gegeven lij 

/ = 10, m =z 5, n = 3.S, 

en berekenen eerst de gaarden van p en al* volgt (met eene 
logarillimeotalèl van Gii.m].- 

P = iS^=^ ï = i!p*q>.i«.10- 

Itg. (! + •)= 1.1303338 ics.2= OJ010300 

») = 0.8lg)134 i<»- y = 0^728886 



Som = 1.8492472' Som ^ <] 

2 leg. M = 1.8079400 L<ig.lfep.Log,\0 — 0.3 822167 
Vendiil = 0.G463072 Ltg. q = 0.93S889> 

2/ 

Lcg.p^ 0.272es3<. ; = 6.027784, 

10. 10-" 

Da >agel;tiii( in a U ikn ^ = 8.027734.. . | 

m u = O,i>0fdl w = 2 iVtp. £4^.10 = 4.604.,., m nor 
U* Dm, 11* Sm. B ' 



M =: 1, w = 9.6; «Mdal « ■< 1 eo digto 1 dnt O nl 
^n, oDidit 0.9 Tcd Minder mi S^.. .. wtthiU du4:604. . 
iloUn du 

u = 0J» m voSea ia de (alël 10» = 7.94^2867 
— M = 9.1 — 10 



10-- = 


0.1258025 


Verwliil =3 


7.8173Ö42 




8.08 


10- = 


6.3095743 


10-- = 


0.1584889 



en dil door OJ) dedendo lo = 8.Ö8 dos «^0.9 

» = 0.8 ^ 
— . = 9J! — 10 



Vtnobil = 6.15108S4 

■> = 7JI8 du ii>OJ 



•B HdÏ8ttrI)g0.9duby 0.8 


; deeinti 


ndiibdl 1 : O.0e=:0.1 


pcft « = 0.006 Toor de 


venninda 


ring van 0.9, du 


> =: 0.894 


10- 


= 7.8843000 


— a = 0.100 — 10 


10-" 


= 0.1270439 




Vmcliil 


= 7.7066561 




w 


= 8.620. . . . « > 0.804 


« - 0^ 


10- 


= 7.852355S 


— > = 9.105 — 10 


10-- 


= 0.1273608 




Venchil 


= 7.7260050 






= 8.631.... u < oms 



n ait de cmnKdisheid 0.01 : 0.004 = 
# = ö.000é voor de Tennbdering, dni 



• = 0.8S46 




10- 


= 7.8451271 


_ K — 9.10S4 — 


10 


10- " 


= 0.1274676 






Venchil 


= 7.717Ö595 








= 8.0271 . . . 


• = 0.8947 




10" 


= 7.8469335 


_ » = 9.1068 — 


M 


10-- 


= 0.1274383 



H > 0.6840 



Verichi] z= 7.7194952 

w = 8.6279... « <0.8947 
■n hst d^lite 1^ 0.8047, «Mrfaa de «ermindering fa^iild wordt 
uil 8 : 2 s= 0.0001 : x, itt it k = 0.000025, du voor a 
Mlencnda 0.00003 Hellen 
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« — 0.89467 10« 


= 73463917 


— « = 9.10633 — 10 10- » 


= 0.1274471 


Verachil 


= 7.7189449 


V 


= 8.82770.. u>0.89467 


« = 039468 10" 


= 7.8465717 


— « = 9.10632 — 10 10- •> 


= 0.1274442 ' 




r= 7.7191275 




=: SjB2781t. it^03846S 


Termbderiog dezer watuds ii na 


igsnoeg # zzz 02 eeoheda 


Tan den bagslea rang, do* 




« = 0.894678 10- 


= 73466363 


— > H = 9.105322 — 10 10-" 


= 0.1274470 


Venwhil 


= 7.7190877 


«1 


= 8.627783. «>0.894e78 


M = 0.89467Ö 10" 


— 7,8466535 


— M =: 0.106321 — 10 10- » 


= 0.1274446 








— 8327797, K^0.89467& 


en digler bij 0.894678 , dit met s 


= 0;07 SS 0.1 ver- 


meerden! iui woidcn , dai 




« = 0.8946781 10* 


= 73465382 


« = 9.1063219 — 10 10-- 


=: 0.1374448 




= 7.7190034 




= 8 627789.t»<03946781 



wij velen dns zAtt dal u tuauben 0.8946780 en 0.8946781 
ligl ; lija er bij de Toorgaande berekeaingeD onitsaiivkeiirighedn 
begaan, dan behoeft men toch ilecbta de laalile na le rekenen, 
om lich le OTertoigen dat dio greoien joUt apt; «ij nemen du 
Toor dfl wdera. berekeningen « = 0.^)46781. 
Vol||aM ie MOigeweta fiinnaleD heaft men : 

«=»iftp.£fly.lO, a = ~, 9=y^.Log.i^~^, 

B 2 
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wa.-in'n dni ter bekorting gesteld ia 

en daii\been men 

Toor * = A = 2^434844 »oor :f = i' = (= — fi)= 2.0581038 



Z;o^.* = 0.4688617 




io^. ar = 0.3131295 


Log.Log.e = QM77Si3 




r.io^. 6 = 9.6377843 


ü.1006460 




9.9S09138 


Z^y. Él = 0.0840575 
— ~~~~ 




L(». O = 0.0840575 


L«g, As 0J}225885 




Log, A = U.aWoStfS 






A = v.taoWoO- 


— As= 8^60117 — 


10 




lOAssJUOSOesi 




10* = 5.4446700 


10- A=: 0.0834324 




I0_i_ 0.1836692 


21(1 = 1 1 .3904975 




2M = 5.fi282392 


M = 5.6982488 




Bf = 2.814ll96 


Aé^.Mit: 0.7517414 




i<!^.M = 0.4493425 


ie». O = 0.0t)40575 




£og^. 0 = 0.0840575 


Z«g. y = 0.8387989 




Lag. y = 0.5334000 


y =6.9151063 = 


FD 


y =3.4150732: 


10^ = 11.3080051 




10* — :';h44ö700 


10-4=0.0884324 




10- A ^0.1Ö^aü92 


2Ui = 11.2196327 




2Ui=6.260900& 


H, =6.6098164 




M, =2.6304604 


£(^.Hi = 0.7489487 


£(v.M, =0.4200301 


£<y.a = 0.0840575 




Ld^. 0 = 0.0840575 


1(^,8=0.8330062 




Log. S = 0.5040876. 


8 = 6.6077906 = 


EA 


8 = 3.1921816: 



Hen Tindt hier trij nunwJieivïf; 

FD — FC'= 3.6000331, 
EA + £0= 9.9999722. 
«wrtan liet eente sleehti 0.0000331 en het tweede aleclit* 
O.000O278 TUI de oonpimikdijlte gegerens tertchill. 

AU men de «ande tan » door do derdv msglsvcrgclijkjuQ (C) 
tfiAX, dra findl men 

B 3 
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pssiJSJSSOOO, 4Sp4-U=:jBiU07S, P=— 8»12:29'09, 

<^=— 22<'33'53'0S., log. rxssOjmim 
m Bct den vatrden 

«'= 8.123181£ s = |/'4.24e38300 =z 2.0602 iati te poot. 

Mn kan na mder ile ifkuideD AB en CE bepalen , «nnooc 
mnliMft 

A£ SS KtAD» + DB») = yib^A- (y — a)*) = 6.4165.., 
CE=KCC'*+C'B»)=K{{»-*)»+(,_«_a)*)=2JM65... 
Voor era Bsder voorbeeld hebben geooiiHU 

• m = 92, n = 5, i = 100, 

;> = 1.0865&73,. 9 = 4.^697, 

naEmede door bentdering verkregen vordt 

u = Ö.3073655, > — 0.7077352, 

co vaamit ««der volgt 

a=]B.4d9e060j y=FD=:84.5673664 , Sz=54.1032345==Ei , 
«=0.0500419, y=:FC'=54.1032345. S=4&8e66526=:^, 
b = 49^526114 
m — b = 42.7474880» 
De fbmrale (1) geeft i 

« = 1/0.51358350 =: 0.7166..., 
merkbaar te groot; do Tergelijkiog (B) 

m — 1/0.50503180 = 0.70783... 
twg te groot; lerwijl de derde magtsfergelijking (C) geeft 
P = — IZ^se'IO'Se, ^ — ~ 25»49'35'20, 
*' = 7.2504433 , » = J/0.500886C0 = 0.707733 , 
hetwelk tot ia de v^fde deamnal caauwkeurij; is. 

AIi in eenïg geval by m eo do* h — m negatief vordt , dan 
bggm de beide ophengpanlen Mn deidfde lijde der m, doi^ 
nor bet 'otorïge vöudart ia faerekeni'i^ iiieL 

TBlAGStlIK G> 

Em voliomen buigbaar doch ongelijkdaehlig koerd, ü aan 
twte t'n deeelfde horismtale Ujn gelegene punten ran bekenden 
afstand opgehangen, en arm de vjerking der swaartekrochi oter- 
geialen. Indien mt de vorm dtr trvmme hjii , irelke dal koord 
omnwmf, *oo mtd» de spiaming in kei laagit» p-nt, gegevf» 



TAK VItIJSVKtSIII. 



i$, vraagt men: 1". door eene algemeene formub i$ mt I» 
bepalen, volgent welkt de eenheid van matta, in da aoMertol- 
gende punten der kromme , verandert ; 2°. deao formuh tot b 
patten ep het geval, teaanH-de ktOtHglgn in de gemma ejf~ 
cloide overgaat, en hierb0 levens hel gttoigl vm «m wtlbilao- 
rig gedeelte der Jtrm^ie te berekenen. 

Imt AOB (Fig, S] tem kettinglijn nja , ([eTDriiid deor eea 
ToILomea boi^ir doch eogelijliriaobtiB koord en gelegea is bet 
wtietle vlak guado door de i:qpliuü>'>'>t<i> A «■ B. dn nl 
ieder deel s» ^ DE ïn ereni^ iRvden- gehouden, deordenlb 
ge»%l, wtAnie idgeot de nrtienl nn deneld mariepaalf 
en, door da «ftoHaagea in de nitrindan S en E, gwigt volgeu 
de nakt^nen Ban de kromme. Al* men da Torticaat die door kur 
bagite pont gaat wm ai der ordimrtaa en raie «iRekettrige Iio> 
rinntale voor a* dw ebtciMen aauieemt, du moet de tcrgd^kiog 
der kromme ten (rpügle tan den anen bd de liggÏDg der anea 
sdre oit de TDorwaardeD nn het magatvk bqiulct «oidi»), en 
soo 4^ bet gewigi monlelt *an eene lengte eenheid gdïjkdoehtig 
met eenige dillérentieal der kromme, dan il <p![a het gewigtderer 
difitircntiaal en dat tbd een gedeelte loo abDE,«Mr- 

van 011 = X en QI ^ x' de abiciaMin der niteinden xijo. 

Als Tueo door eeniieid der mas» ventaat de mam lan eene 
lengie-eetitieJd gel ijl (lach lig mei lelirre differentiaal , dan kan deie 
eenheid der raaua door «orden voor^eileld. Daar ook de digt- 
hEid evenredig ii aaa dc maua , Lan 0 CTencent de digiheid in 
elk pmit Tan het kooid Toor^lellen, «anoeer meu zoo aU bier 
TOrondcntell, dal bel volumen cener lengto-eenheid niet verandert, 
en du het koord over deazetr« geheele lengte cjlindenormig lij. 

Stdt nten no verder de ordinaten dernileindenVanO^ HD=yt 
IE =: gr', de spanning bij D in de rigliiiv IKf gd§k8,de 
hoeken die bare rif/ing met de poailiete anen OX en OT rnhakt 
« en ^; de ipaania^ liij E in de rij>fing EG gelijk S', de hoeken 
dio haie rigling twïplcn.ts' cn g', en de aliscit van het iwaarte- 
puDL van den houg DE gelijk x^, dan zijn de vergelijkingen Toor 
bel «Tenwigf der kradilen die op DE werken, 
& 4 
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S Cm. « 4- S' Co». »' = O, 

s p«. p -j- s' ew. p' - y^'$ï» =s 0^ 

S(jr Cd». é5». «>+S'(«' Cb».P'— j' Ciw. «')— *i 4ït»=0, 

wurnm de bdde «nKn tiitdrnUMi dit da (on> der amaiMel- 
lenden tui die knebtes, e*aiw§d% mef dk der amea , gelqk nol 
19, ab meo iedwB krtfht in Iwm andere evoiv^d^ aan dte 
•Mn onlbüidt, en de derde dil 'tooi Iwt rMollerakl ItofifNiI, dat 
Hm kraebteo ofdmKn , litdralit. 

' Wil inen Ao tdt dau vogd^iBgen de fooelie ^ keren ken- 
nen ', dan moet men eene diflftrtetiaal der kroaime beichonwen k> 
pUali tan een eindig deel DEj doet men dil , <{an wonlt 
x' = a + Sx, = y -\- ?y, ar, — *, 

wrder 

of lettende op den lia vaarin de ^oningen weikcn, a»dat 

Igrengt men nn dcie «aaiden oter in de vergelijkingen *oor het 
erenwigt , too veranderen lij , nis mr.n ilc lion{>cru insgren of pro- 
duelen »an iliffereolialen (egpn ile lajjiTC ucglnai , in 

'(^17).= » f'. 

» (S 0) = *»■ (2) 

de lanUte TergelfjLïn;; '\% een gerol;; der beide eeratc, wantmtirik- 
kelt mrrn He difTcrenlinnt , dnn hcrindt men dat iq gd^k ï* aan de 
iw(*(Ip md r ïprineiii;;iruI(ligH. en *an dit {vodoct de eente^met 
y_ Tcrmcnijjvuldigd , nlgelrnHen, zoodat Ae twee centen dleca 
voldoende lijn om Kei vrnagtiak mder op te Iomoi. 
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Integreert men ile tante en neeml men in unmeAbg, tUtvaor 



■pumiog in den lop door. G foontellende, 
en biemit S overgdiragl ia (2) 

,(c|)=**. 



= * h- ■ ■- (=) 



Stel nu dat men uit den gegeven vorm der krurame voor lu"^ 
tcrgelijking gevondt^n hcelï y = F (x), dan is 

door F' (x) en F' {x) de eersto en tveede 8%e]etde fqoeti&i of 
difiérenliaalijDotiëDien , len opzigte van », nn F (jt) nxmtelleDde} 
en hiennede vindt meo nit (5), 

<p it Aas ecne (anclic tan de coordioalen der Iromme of van elle 
andere groollteid, die van deze aihnokelijt it; lerw^I de spanning 
in den top al* standfailige in dezelve voorkomt , waardoor lij aan 
het b^'niel der homogeniteit voldoet; lij drnkt iiet gewigt nit van 
renc Icoj^-ernlieid van een gelijkilachtig koord dat deiellde digt< 
beid heeft ali hel ongelijkdoc^lige in bet pnnt dat met de «boïs x 
der krominc overeenkomt. 

Hen kan de tergel ij Iiingen (4) en (5) ook onmiddellijk nit dc 
figuur vinden; het gedeelte der kromme, hejp^pen Innclien het laagste 
pnnt C (FIg. 4) en ecntg tvillekenrig pont A , vordt in evcnwigi 
;;eb«iiden door dc horiiontale apanning in C, volgent CH, endoor 
de spanning in 4, lolgeus AB; verlengt men dui BA toldat lijdc 
hnrizMitale EF ontmoet in D, dan lal het gcwigl van d^n boog CA 
volgens de verticaal door D moeten werken, en elelt men dit 
gewigt voor door DE, dan verkrijgt meo, door dit Ie oulhimlrn 
votgeni do rigtingen der ipnoiDgen in de uileinden C en A , DF 
voor de horizontale apanntiig ,cp DG ifSJf mot die in k, terwgl 
B 5 
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nng. DIE ='ni>g. im = ^,a O». DFE =^ U, uo- 
dit HMD omMondi heeft, 

Br = EF Cot. DFE, SE = DF Tmg. DFE , 

c=sj^.. (4), /:*,.=cg 

en door dm lulate te differentiacD vindt meo de *ergelijliiiig (5). 

Dit y = F (s) Lu mcD nnden < =: (r) oE x = f («), 
m dow £t in de Annnle toot ^ oier tj) biciigeii Tolr^gt mtm 
de wel vdgeiu «elke de digtheid ia het koord moet leraoderaBt 
UDgeveiea door cene fanctie der \oa^mf ala hebelve reyt uiige- 
i^Mnnen ii, en gerdoid Yin het pirat dit mti het lugtle prat 
der lelttn^ya OTereenloint. 

Tenodentdt men aUoo dat de i^angpnnlen ïn eeneboriaenbJe 
Iqn (elegeo i^n , en dat hel liagate -pont, mei bet midden van 
den hofiiiaililen afttand overeenlomeDde, tam» de lummne in 
twee gel^le en {dgkrormige deden TSideelti dtn »t de Agiheid 
m bel midden naar de beide uiteinden op decdfde w^n wande- 
len; e& vanneer de TBi]^ïjkiDg der knMnine niet meer dan «se 
a(andTaiti{e befal, lal eladn bet na^nk. bepaald zgn ab nog 
h,r, de lengte van het lonw gegeven ii. 

De nildmkking voor ip gevonden blijit deallde, «elke ook de 
venndenlelling omtrent den' «land der ojdtangpnulen en de 
w^te wiirop de krpoime Ign tauoben deidve gelegen iijverachil- 
lende venmdentelliDgen bieromtient, nllea aln^la aanlddii^ tot 
tnoerdtn oT mindere cvari^ieden geven, ala men vdgena de nor* 
vaarden van bet vraagMok de veigeiijkiog der kiomme aodl. 

tnllni de gevondene forranle voor $ aan een paar bekende 
(enllen toelaen; ilel namdijk dat er voor y = F (c) g^ven 

ea dat dus Iic[ koord de gewone kettinglijn moet vormen, dan 
23] mcD voor <p cenc ilandvoaligc grootheid dienen te vinden, 
omdat het koord ïn dit geval gelijLiIaehtlg moet zjin; nil de je- 
gevene vergdijking volgt ook , 

F' W = I (. '), 
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nodat men heeft 4> ^ ^. 

AU C ia ponden en A in lengle-cenLeden wordt nitgedroll, i»a 
geelt hel qaotiënt deier getalUo het gcwigt tan eene lengte-eenheid 
Tan het gelijkilochlige tonw. 

Wa» er jegefen y =: F (t) = — , welke vergdijkiiiB lot de 
panbool behoort, dan vïodt men 

en «oor bet gew^ tan «enen wiilekeorigen boog, gerekend van 
bet hagate pnnt en «aairan « de projectie i« op de a* der 

r (Pil =. r — = — , 

loodat dit gewigt etenredig i« aan die projectie; men weet ooL 
dat de paraholiwhe lettioglijn geronnd wordt door gelijkmatig of er 
eeae Horiionlale lijn wiapreide geweten, doch wtar «ang^pinp- 
ponten gelegen lijn op den. boog, dio de oitdnden deier horiion- 
tale vereenigt. 

Wanneer in (A) C in ponden nilgedrnkt is en i en p in dezelfde 
lengte-eenheden, dan geeft dat quotiënt te kennen, hoeveel ponden 
nik eene lengte-eenheid weegt Tan een touw, dat OTctsl de- 
xeUde digtheid heeft als het oogelijkalachligo in het punt dat met 
de ab«i» « der kromme oïereeoitcmt; lijnde de »ergelijking der 
parabool niet «eer ge«chikt om (p in eene functie »an m mt te 
drnkken. 

Verondarelel nu (ög. 5) dat de kromme lijn , door het koord 
gevormd , «n boog AB der cycloïde zij , dan ii ook in dit genl 
Rllei bepaald door de lengte van het touw en den nfitland AB, 
wanneer' nog aangenomen wordt d^t het laagste punt in het laid- 
Ata gelegen i», en den boog in twee ^t^Vt en gelijkwinnige dee- 
In ncdaolti hienloor ia onmiddoUgk de ligging nn de >a der 



oiLoaiincBs 



ordlri^ilcti CD bekend , en slclt men na den itraal EC na den 
vootlbrengmden cirkel der cycloïde ficlijt r, dna heelt men «MW 
bare TergrlijLing, als men dc raaklijn aan'den (op C «nor M ótr 



m — y(2ry — y») + rBoog (5». een. 

(erwql men nor de lengta tu enten willeltenrigen boog, 
len^ nn C en oTereenkoniende met de ordtnaal y, heeft 
* = 2y^. 

Stelt men na &B = 2&F = 2m, Boog AB = 2 Boog kC= 21, 
dan kan door de bdde voa^g^inde TeigeUjUngen r en de ligginB 
nn de u der :f bepuld voiden , iqo «Inl* «dien an> 

tjDoqai; terwijl tnen verder hedt 



(2r _ ,). 

K(i + F' W) = 



al hieitD y s labtfitiianndp 

leCr' 



Vcixicr is het {;ewl{;[ vnn cciilgcn boog s, gcrekenJ nit het Qiiildcn, 

KI"'-'-.-!- = " Kïs^)' ■ 

en dit Tan een «rilldearig iIdV begrepen tauclten («eo piuilea 
4ie op atitaoden * en «' vnn bct.middea Tcrnijderd i^n, 

P = cf 



Vit de rormalc (B) volgt, dat dc digihcid van hüt. midden nur 
de niteinden toeneemt, en dat. bet koord nooit eene geheele cf,- 
cloïde zal kuooea lonnen; «ant'ia dit geral zoo voor de optiang- 
pnntcn < = I = 4r zijn co dat de digtbeïd aldaar oo moet» 
wen; loo ook hcl'gewi^ van dm gebeden boog, oangeveien 



ioor (C). Slrlt muil ii, lïezL- nog a = I — \.^{i6r' — t^) 

of 3 =. l = 2ry'2 1 litiuelk mti y = r of mei geval over- 
«eofcomt waarin liet midden van de as der cycloi'de op de hori- 

xontalo Ign der opliaiiBpaiiteo ligtj daa hcell men <PH» = C 

en du de apanniog io den lop gelijfc aao hel gewigt van het 
büke opgehangen koord. 

Di'ie oQiïIandijjbedRn knoaen ook gemakkelijk Ait dé beKhoti' 
ving der cycloïde gevonden «orden ; konde namelijk de boog eene 
gcheele cycloïde rijn, daa moeti, daar dk dcci der baigbare lija 
in riut i«, de helft van dm boc^, begrepen tnucheD het laagste 
punt en een der ophangpanlen , in rast blijTen onder de veiling 
van deWelTa gewigt , van de ipannïng in faol ophangpunt en van 
de apanniog in den lop; de heide ecnte krachten loodcn in Ter» 
ticale rigting werken, en daa nooit eene burizontale regullaDle 
(egengeateld met en gelijk aan de ipnnitig in den lop kunnen 
opleveren, Wanheer echter dc iligllieid nabij elk ophangpunt 
boven alle grenzen aangroeit , dan nadert ook het zwoarlrpont 
nn eiken halten booi; oaophoaüeüjk lot dïl pnnt, terwijl hot 
gevigt der dcelen nabij den top verdwijnt io vergel^kiog *aii d>t 
der deelen nabij de ophangpQnlen ; beide Terlicale krachten mr- 
deo Am in vergdqking vm de bociioiitele tpsnamg oneiadig 
groot, en het koord ken nal^ de ofthangpoolen moa es meer 
de verticale rigliug aamiemen. 

Is het middelpunt Ë van dun beiclirijvendeo cïrkd (Pig. 6) op 
de boriionlalc lijn AB der ophangpunlen gelegen , dan it de raak- 
lijn AD bij liet ophnogpuul evenwijdig aan de koorde van het 
quidrant van dienrCtriiel en doonoijdt de horiioniale van den top 
onder eenen hoek na 46", «lardoor in het penllelo^wn van 
kraehlen, gevormd uit de ipBuiingea in bet ophaiigpant en ïa 
dea top en uit het gewigt van den boog, de nherpe hoeken 
gcl^k aan 45° wonden, en dut ii de diagouil gel^k oen do hori- 
«mtale.tamenitellende, namehjk hel gevrgt van den boog gel^k 
aan de faoriHmlale ipinniDg in den lop. Men nl op deaidHeo 
grond bevinden , dat de ipauning in den lop giooter oi kldner u 
den bet getrigt van den geheeleo boog , naannale het miAldpont 
tan den faeechrijveDden cErkd boven oT onder de lijn der ophang- 
pnnlen ii gelegen; loo ook geelV de Gmnule ((^ ƒ 0^1 ^ ef.^ G 
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naarmate * < ol > |/(18r' — *») of * < of > 2ry2 is, het- 
welk oïereeokomt met y = CF ^ of J r (Fig 5). 

Meo kan , door middel fan eene eenTondi^ meeikonstige con- 
■tnictie, afgeleid uit de TergelijkiDgen (B) en (C), de (jevigten tch 
de venchillende leogleo van bet koord , en de vijze waarop de 
digthad verandert, door eezie kromme lijn aanvijzen. 

Zij namelijk (Fig. 7] AB de gebeele lengte van het reglntt ge- 
fpaDoen koord > 0 desielfa midden en de loodl^n CE gelijk vier- 
maal' den tliaal van den beacbi^Tenden cirkel ; door dan op CE 
eensD half en cirkel tc beaduijna en daarin da koaida CG gel^ 
te aemen aan tekere lengta GD = «orl* bet aantd ponden 
van de iparaiiig in den toot te ateUea dtar lal' de lood^ 
ÏH, GG in B nodende, bet gevigt roorttelkn im den boog GD. 
Wanl trekt man nag de kawde EG , dan gMen de gei^fcfamüg» 
driefaDdkcn t£G en GHF d« ercoiediBlieid 

IH: CF = CG : £Q 
•f FE 1 C = a : (/'(Ift* — «») 

,aaroit FH =^^-5— 

Maakt nien dos in het pont D de loodlijn Dl =: FH , dan tal 
men op deze wijie voor elk punt D bel gewigt mn den boog tot 
aan bel pont G door acne ordinaat Dl kmtnen aanwijun, en a)i 
men daarna alk pontm I deor eene kronnne lijn vereenigt, dan 
sollen de wdinaten daar kromme de getrigten der bogen «anwijmt 
vaarraB'IuiiV afaaciaMB'da' lengten lijn. 

AIi I den- koek ToocïJah, dien de raakhjn deier kienttie tnet de 
al der abiditen maakt, dan heelt men 

neemt men dm, na de raaklijn aan <eker pnnt I getrokken te heb- 
-ben, voor DK eene alandvaitige doch overigens willekeurige leogte, 
en trekt men door het nildnde K , KL evenwijdig aan <Io raaklijn, 
dan lal DL de digtheid in het pont D voonlellen; en herhaalt 
men deze constractie over de gebeelo lengte GB , dan ral men de 
ponlen L door eene kromme lijn kmineo vereenigeD, die don 
door hare ordinateü do verandering der digifieid van het midden 
naar het einde aanwijit. 

Men xiet nn «A idt deae conaimctie, dat het gewigt vn het 
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grfaeele Loord en de d^heid in de uteiaden oneindig groot laadea 
worden, alt beUdve eene gehnle cyclmde moest vormen; want 
altdan lende CB ^ 4r ^ CE (ijn , de lijn C6 op CE vollen en 
dn oTenvijdig lijn aan dc loodlija in F, waardoor Ffl voor bet 
nitento puDl oneiadig groot wordt ^ tuo ook is de raaLlijo voor het 
pnnt, dat met B overeeuitemt , in dat geval loodregt op de at dei 
abaxHen, «urdoor ook de onHnaU die da digiheid aldMT voert lek 
«Miiid% groot wordt Ia Ut gml tas Kse gobeele ejdaïda is 
de loodSja door bet oiteiiide B «ene aiymptoot van beide kromme 
lijnen, terwijl de Iqn der gewigteo de m der alxduea niet raakt, 
maar in het pont C dezelve inijdt onder ccnen hoek waarvan de 

tangeni gelijk i> aaq de raaklijn door C staat doi loodr^ op 

£F,mrdoordfl ordóuat die de digtluid aangaeft in het poat C niet 
niet f[dgk onl ii,soo ab voor bet overige ook van lelve ddddgfc i*. 

Iba moet hieA^ opmeden, dat date constnieHB de gewiglen 
der bogen doet kennen , «Ia men eene «illdieonge l^n beeft aangs* 
Dotnen om ^t. een pond voor te itdlen, cn CF gelgk aan zoo veel 
maaldie lyn neemt als het aantal ponden van C bedraagt; maar dal 
de knmme voor de dlgtheid iloEbtt de verbouding der diglbeden 
voor veiKbillende ponten van het koord doet kennen; vindt 
men namelijk bij eenig pont de ordinaat der drjtheid n maal 
loo groot aU bij een aatlcr, dao is clil ook de verhoudiog der dïgt- 
heden in deze ponten. Wil men dc kromme luodanijj regelen, dat 
hare ordinaten de gewiglen der lengle-eenheden tan gelijkilachlige 
koorden, die deielEle diglbcid hcbbea als het ongel ij kilach I ïge , in 
de ponten waarbij die ordinaten behooren , uildrakken in dezelfde 
eenheden ale de gewiglen der bogen, dan geraakt men daartoe op de 
lolgends ir^.. 

Voor den top i> de d^thdd 0 = maar men kan G verran* 

gen door bet gewïgt Wt lekere lengte van een gel^kdachl^ ^bw,, 
wurvan elke lengte-eenbeid p ponden weegt ; zt| a deze lengte en 

dos C — op, dan trordt <p — p ffeemt men (Fig, 8) 

CE = 4f, CF = o (volgens de schaal (Fig. 7) ficbruitt) en 
CG =; p op de schaal die voor de spanniog CF — C 6 is aan- 
genomen ^ en tickt men GH evenw^ig aan EP, dan ia 
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ai = ^^ = f-, 

CE 4r' 

mHB moet du th «nheid KD van (Fig;. 7] lOodwE; UeieB, dit 
daanncde io den lop de ili|;theii) door CII «Oidt êMOgnnm, 

maakt men daartoe CU' (Fiü. 7) = CH (Rg. 8) en trekt mm 
dour U' ectie lij», cveiiwijdij; aan de niaUqn in C,dui tt CL' 
de tcngle die men voor DR moti aannenien. 

Wij moeten nu nog aanlouneii, lioe iiicn, uit de lengte rao het 
koord eo dm sfilaDd der ophaugjiuuteii , den tlrafil tou denbetchrij* 
Toiden cirkel en het overige kon bepalen. Uicitoe beeft men de 

* = y(2iy — y*) + r Booy (Stn. iw». = ?) 
en < = 2^^2,y; 

door in de eer*le x gt;lijk min den halvea horiionlalca afglaud , 
in de tweede ■ ^lijk aan de halve lengte vao den boog le sicllcn 
co Tcrrolgent y te elimineeren, ion men eene vergelijking verlrij- 
gm, marin allecB r TCorkout , doch die w^eni hel irancendcnle 
gedeelte niet dan met lecr veel moeite door laati^'e Lcnaderingen 
opgelost Eal kennen worden. M'ij ïerrangcD daarom du ecrale fer~ 
([elijking door de t«€c bekende 

» = r (S, 4- Sin. fl,) y = r (l — Cot. 6,), 
vaarin S, den boek CEG (Fig6) Tooralelt; de tweede Terj^elijkiog 
verandert dan in < = 4r A*m. \ t,. 

Slelt men nu (%. &] AFzzm, BoegkCzzl en Z.CEK=:j, 
dan IieeA men 

m=zr{i + SiH. «) / s 4r Si», i * 

en door r te elimineercn , 

i_+^m.J 4«. 

nil de« kan men 6 oploucn, lerwijl dan r = — — is. 

Vin t = lot 8 = 180<>, neemt hel ccnte lid van de vn^ 
gclijkïnf; (D) gedurig. af, omdat het eente difièrentiaal-qiioljent 

2* i^T* \i — ^ '"•"ï'™ grenien betieitdïs negatiei 
b; Toor I ~ O ii de giootalo marde dier aildraUing = 4 en 
voor I = 180° ii dïe waaide = neemt mes nn in ■aoiiwr' 
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liDg inl onilur de waarden vaa i diB-oau. bel VnigilDli ToUmb, 
er noodzakelijk ééao tnucben 0° (n 180° Bglj dan daaniït 
dat do gegeicne grootheden aan de beide mormaideD moeten 

roldoeiif dat ^ 4 en -y ^ Ir i> ; de eorate vil Met anden 

zeggea dan dat de boriaontale abUad lUner. moet ^n dan de 
lei^ tan bet lot»d; n» sb tan lelraa apicdl} uit de tveede 

Wgt 21^4. — , dat is dé lèDgt^ vSn bet hoti, niag ntat'enitft 

ter lijn (kh vibrmaal da niddell^a tan «epen cirkei, «anrran de 
horinDtalè afttand de omtrek ia.; hel «alk mea ook uit de be^ 
leiKHnring- der ojelaïde ban viirien, ala oen in awmerkiDgiieemt 
dat alle .eydoïden gel^kTomüg iqa m dat de leagte.ceaer ^eelé 
oyclfide jidft gel^k -•■;eaa timnad de nuddeBgn tan den -toorVi 
brengenden drkel. 

Ala HU ^4 en ^ ) t is , kan de vcrgelgking 0i) op de vcJ* 

gcnde vïjie door Leniidprinjf op»olo«t worded; 

2m ' ■ 
'Stelt' men ^9 = J< en -j- — !i, dan vLTandert rij in 

ji -i- Sin. lil Co), ib 

stiTï = ' 

Zij nD a eenc iraardc toot dia te naMlcnbij voldoet , ino- 
danig dati^r=a-l-3eo3 teer klein ia, «luirdoor Si». 2 = 3 
en Cot. S — 1 geileld inag vordcn, éft lilj;^GToIg 

Sin. J. = Sin. « + S Cot. « * 
Cos. 4- — Cm. O! — 3 Sin, 9, 
dfn TÏndt oen, door dit in do Tcrgel^kirïg (E) (e «dbatitdeTeii/ 
en de tveede magleii van S Ie terwaaflooten,' ' 

j a — : Sin, n jb — Cos. «) "■ 

Cos. « (A — 2 Coê. a) ' 
Sldt men Aan neder « -|- 3 = «' cn iJ) s: «' + 3', zoo kan 
3' op dezelfde nijie nit «' iterekend worden nis 3 ait « bcre- 
kcnd ia^ en 100 voorigaande zd men i|f. aoo nafavEeurig b^i^eniD 
ali men ïerkical. De eersle waaide tQOp j> w)^..^i^'W!tt- 
■ing en Iieproeving Tcrkrijgen, - . ■ ,j ■ ■ " 1 - 

Zij b. T. g^en 2m = 3.0221688 en Zi =c iiXdmSÜ) 
U* Diu, n< Sttc, g 
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en iJcTraagil Ace !>(ro(r der cycloïilc Ie beiwlcn, iia liet Icord z^'i 
TOrmcn ah Ae dÏQlb'cïd naar bchoorcn Tcrandcrt? 

Ucn liecA Toorecnt £ == ^ — 1.9436960, cn <Ius i* éc 

vergelijliing, «aaraïl i|> oF ^9 moet bepaald urordcn» 
-■■ " ■ ' ^ + Sin. * Cbi. ^ ____ 

' ' ■ 3ï-r^r " ~~ 

mm ^ 20° wordt Lel Ie n>\ groolcr, en Toor t — Sfy lld- 
ner dan bat 2c, dus ij'>20° en <30°; door eote nadere be? 
piwVing i^iïrft mro * > 22° en <23«'. ■' ' ■ 

-'Tour B=32* wordl vilgeutleniij^iKiënobehtlfcriil^^MEntè 

■ YcMer wcbdi- Toór k' = 0^1^199 , t' ar — tK000763i:, 
im^'=! 0.'89SiiBi«5' 22««8'4T*, «* = <U 0.0000089/ ca 
= 0^1582. 
Dcto laafile maide i> leedi zoo nunwlieiRig, jat kcu na de 
IcQarithDien tM taieer dan 7 dedmaleQ xonde moelea gebrailé&i 
om 4' nrder te benadeAn; oA «oidt de teller nu i, aaatdijk 
d — A'fi.«(6 — '^•«)* die hetxcUdo ïi alt de vergelyfcbg (fi), 
vanitecr men baar tot ntd berldd bccfl, voor a' nodanletgrooIeF 
dan 0.0000008 , loodat m,cn zeer, naatwlenrig ul knnnen stellen 

* = = 22°48'45', 
(lot 6 = 2* = 4G°37'30', 

4 5fM. iJi 

Hen kan nn' verder den booQ door berekening o( conatrnctie 
bepalen. ïn bet eerste gcTnl hcclï men (Fij;. 5) loor FC 

'FC = y = r (l — Cos. l), 
en maakt men, om du ponten lusielien C cn A in li^fjing lo 
bepalen, gcbruit nn x — r (fl .+ Sin. i), ^ = r (1 — Cos. 9). 

De constrHClic kan als toI{jI injjeri^'l norden. Trek, dimr een 
, willekeurig punt II, van de loodlijn op Iiel midden van AR, eene 
ftjii nt iwdanig, dat /_CH! = fl en-Iirz=r rij; trek nit 'ï ccno 
I^h ,lR CTemrijiIig aan CD , AB ïn het pnat K oalmociendé, cn 
KE 'cTcnwijdi^' naH 'Hf , ' dnn is E liet middclpinit van den be* 
«cTirijïc'ndcn cirkel', en n6 de q'cloïdc op de gewone wijür con- 
strncrcndc I zal bet ^dccllc tnnsclicn A rn C dc' boop ''jx, die 
door bet kóoi^ [[evormd «ordt. 
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Hct bcraltncn van dc Jii^Iicid in cmi^ pviat,o{ Ton hetgcmgt 
nn een en witlekcnrigen boog, gcscliiedt door dc gevoadene ronnalen, 
KHuIer eeoigc ivarigheid, indica dc Bpaoning G gegeven is, ■ 

TRAAGSTDK D. 

Wanneer cp een Hgeitum t>tTtciiltendeJifaeliteitmrien,ww- 
van de aangr^pingspunlen m rigtingen wilhkMrig gegeven sifn, 
craagt men dat ligehaam in eDentoigt te hondenydaorttoet irack' 
Icn f dia tltmtder ngthoektg krutten , en waanm-«f iim, ïtoot 
een gegeven punt gaande , eene gegeeene poMÜ htefi. 

Men verlangt deae waag, sooicel xonder mlt mtet Mh^ MM 
tteOhmtligt fonmien, opgeloit te sien. 

OPLOSSIRQ. 

Als men den oonpnmg van drie regthoekige aascn ïn hel gi^vcn 
ungrij(Nngspiint itelt, dan itmnen de kncbtcii,dic op het 1i|;chaain 
wrlen, herleid «orden lot eene kracht volgent do as der :f, 
X =S.P Co3. *, tent ikracht Wgena de a> der y, Y = £.P Cot. ^ 
en cene Vncht volgens de a* der jS, Z = £.P Cos. 7, en (ot 
drie koppels L, M cn N, elk loodrcgt op ccn dezer ama i^nd^ 
L = S.P (y (7m. r — * Cot. p), 
M = Z.P (a Cot, a — X Cos. y), 
N = E.P \x Cos. p ~ s Cos. «); 
in deze formtden vrorden de krachlea door P , de coördinnlen van 
hare anngrijpinjspunlcn door y en s, en dc hoeken die tij met 
de aswn maken door «, |3 cn y Toorgcsteld. 

Dc dcic krachten X, V cn Z vereeoigcn zich lot cene reni|- 
tante U = y{\* + T' + Z»), 

^ande dooi den o(u»[irong en makende met de atten hoeken a, b 
«n e, bepaald door 

X T Z 

Cos. tt = , Cos. 6 = - , Cos. c = - .- 

Zoo ook kunnen do drio koppels L, H en N tot ccn enkd rcsol- 
téiend koppel herleid «orden, S = I/(L' -f- M* -t- M'), waar- 
yan de BS bodien 1, m en n met de usen maakt , Jieptald door 
C 2 
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Coi.l=z^^ Cf. • = ^. Clw. « = ^. 

Den hoA, tanchai )Ie riutlfante do d> vdti "het tettdlerenct 
ioppcl, f noemende, loo u 

De lunchten mooIËn in do fortDolcn siced» poiitief {^omen 
«Orden; de zin maria lij werLen wordt dan aangcdaid dcior de 
hbékea> die dc rigtin^n, volgent) «elke treklien, mc( de poai' 
tieïe uUo nuken } den hoeïen moeleti en behdeieA ook nooit 
groffltet d«B 180° (pMuaen te «ordni. 

Wataneer TOorti '«eoè luwbt ombondeii wordt in nibt wnnet dan 
drie (ttWlcrlins regdwekigf^ nlleo wij de unenKdlcBden, TDl^eoi d* 
rigiingen der ontbinding, de projectiëo nn de kracht 'op die rif 
linj^ noemen. Wordl alioo eene kracht m twee andere ontbon- 
den, waarriin de eene evenwijdig aan en de linden bodregt ^ 
cenijj vl^k h, dan i« ilc ccrxte zameDtlenendede ptojeciie derkradit 
op dal v)al, CD ie Incede zamun stellende de ]>R>j(A:lie ttn dia 
kracht op do normaal van het vlak, 

AI «at tot deze herleiding der krachten noodig is, kan men 
ontwikkeld vinden in de Statica van den Heer J. P. DiLranT^wij 
ïerondcr«to]len voor fiet volgende, dat de (pvothcdcn X, Y, Z, 
L, M, N, enz-, volgens de aangewezen fonnnleii bcrakend zijn. 

Waren dc krachten in cvcnwig't, dan zon men vinden: 

L = O, M O, N =: O, X = O, Y = O, Z = 0; 
maar dit evcnwigt moet onUtaaa door bijvoeging van twee onder- 
ling loodregte krachten, waarvan er édne in grootte hcpaM [> 
en door een gt';^evcn punt ga;i(; stel deze kracht = P, de hoe* 
ken die zij met elk der assen maiLt a,f3 cn y; alel de groolto 
der nnJere kracht — f), de hoeken die hare rigtïog bepalen 
ff,, en 7, , cn laten x, y m t de coördinaten zijn van een 
willekeurig jmrit van hare rii;trng; door dan P rn Q te nntliiuiJcn 
in drie andere kraclitcn cienwijdig aan de nsiien , cn de drie za- 
mcDStcUcndcn van Q in den uorsprong over Ie brengen, verkrijgt 
men de volgende vergelijkingen vnor het c*co«'igt, 
\-fA'Cos.a-\-(}C<»My=Q: .(1) H-(}(yCoj.-/,— =Coï.p,)^0. .{4) 
yH-rC(i*.|3+QCo».p,==iO, .(2) M+(XaCoï.a,-ir£.ï,7,)=0. .{5) 



Digiiized by Google 



T A n f ■ U l.V K 1 (k R R, Sir 

Itrvijl mea nog Tolgena Ltkcuilc cigcnscUappen, en onuIalF en Q 
OaderlÏDg hiodregt lija, de roorwaarden heeft, 

■ Coj.» « + Cm.» |3 + C'ö».» y = 1 . . . . (7) 
<7iw,'«, -t- Coj.'p, -f- Cm.»/! = 1.. . ., (9) 
Cm. »£os. »i + ^ Cw. + Ou, r (7af. 7, = O . (9) 
In dcte vergelijkiogen üjo mon oubeleade groolhcdca, name- 
mel^h Qi », ^, y, fyt fii en en drie onbepaalde x, if , 
en maar dem laatste ferdwijnea ali men (4) met Cos. «, , 
(6) met Cot. ^, en (6). met Coa, terpi^igvuldiQ^ cn de 
nu die produolen npemt^ dit geefl dan 

L Cb*. Sj, + H .Cm. + H O», 0; . [10} 

den.Tf^lQking, of wtt helielGle ia 

TfM.a^ Coi.wt Coë.^^ + Cai.n G».y^ = Af. 
tgoni aan dal (J loodtegl op, de du* e?eiiirgdï{ met liet vlak, 
vaa bet lugllerend ^ogpel S U. 

yprme9%tDUigt. vm (7). met f\ (6) iiiet.Q> eq ^) inet2PQ, 
dan, li.de mq d^. prodocten 
(P Co*. « -t- O Co». «,)* + (P P :+ Q ^It' Pt)* + 
+ (P Cm. 7 + Q Cm. n)' = P* + Q*, " 
of iDS"iJfie (1). (2) =■> (3) 

X> +. 4- Z' = P' + Q» 
dat U R> = P» + Q' ; 

hieniU riet men, dat elk der Irachlen P cn Q kleiner dj^k te. 
xgo dan de Teinlfanle R; voldoet P aan deie voorwaardef dan U 
Q = + _ P»). 

Vcnneni£Tul(i];;l uien (1) met Giw. a, (2) met Cot. 0 en (8). 
met Co*, y , dan ii de «om der pnidaclea 
(X Cm. «+ Y Co». 0 + Z Co», y) + P (Cm.» « + Co».» p + Co».» y) , 

Q (<%». « fiw. «I + Co». ^ Co»,^i + Cofcy ÖM. = 
d ingevolge (7) en (9) 

X Cof. « +• Y Co», p 4- Z Cm. 7 + P=ï_0» 
op deieirdc «ijxe Tedcrij^t mea duor (I], (2) en (S) met C<»<<lu 
CÏH. 01 en Cot. 7, te Tcnnedgfoldigen 

X Qwi + T Cli». 0^ + Z" Co». 7, +, Q == 
cn deu TergcUjkingea demlfiie lijndB alt 

p 

Cm. O Cm. » + Cm. ft Co», p H- Cm. c Co», y +• = O-, 
C 3 
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Co».»tk>t.mt •{'Gu.hCot.Pt 4-0w,cCM.y, +2 = 0, 

fóÓDtn-UDt iüt-ie tüBmn^tnSm, dia men veAi^gtdoorR vol- 
gens de rigfingen nu P o Q Ie ontbinden , even groot als , doch 
tegtogettdd Mo P co Ql^; ifelt men namcüjk de Iioektn, die 
'B BHt P ta Q' m&ikt, toor door i cn S', dan geven zij 

<^-« = ^R' ^''^-ii--^^^-^^ 

^en hoebn tl|a daa alt^ Homp, ea daar 

. ,<S»,»a + 6' = ?-* + Sï = * 
enteTeiifl9ioaw^ala9'Ue)aerdvlSO° U, ticenmenfi'=270'>— 9. 
Verder U de boel tiusclien P en Q re;;!; uAt men dus uit den 

ooreprong eene lijp uveuwijdig aan Q, djn is Je »oin der hoeken , 
dio roDdom dit punt govormd «orJua dour 11, P en Q, 

Z.(R.P)+aa-Q)+/-(P.Q)=s+(2W~fl)+oo°. 

juiit gelijk SdO"} dcie lijnen li^^ alioo in ééa vlak, en luenul 
vclgt, dat Q orenvijdig ii met het vlak dal door de ranllante R 
GS dc kracht P gut. 

Vermenigvaldigt men (I) met L, (2) mei H cn (3} met N, 
don g«eft de lom der producten, na door P gedeeld (e hebboi, m 
iingnolge (10) , 



Xt. + YM + ZH 



dat ii, den boek loMchen P cn dc m van het koppel i)> noemende » 

Coi. ^ — — p Cot, <f>; 

deie Loek lal dog scherp of stomp zijn naarmate ip siorapof scherp 
ii , en de vertrcgene uitkomst oF P Cos. ~ — R Cos. ip wijd 
aan, dat als men P cn It ontliindt in iwnc onderlinj; rcj^thockigo 
brachten, waarvan bij heide ü/uc volgens dc as Tan het koppel 
gerigl ii,'de umeniteUendo tan P in die rigtiug gelijk doch Ie- 
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gBB gwlAI ii aMidie lan ft iu d«ieI13ftr^n([, m3»tf^±RCM.(p 
moet lya. 

.AX fat m de bepaling, van P ea Q iwodig ii , heeil men nu 
geTflodeB j ds luwlen en y kannen berekend iionicn lüt 

dfl leiigdykingeo : 

Cm.» • + Ca»* fi+ Cot.* r = 1 , 

p 

CosM Coajt + Coj^ Coï.p + Co*. c Cm. y =: Cor.S = ~ ^ > 
Cos.lCo».a-^Cos.tnC<»$+Coa.nCM.y=.Co'^.^=.-^Cot.tp, 
en «1, oi 7i oit: 

G».» », + Co*,» ^, -f- Gm. 'y , = 1 , 

CoéjlCaêMi + Coi.^t + Cm.» Cm^x ~0; ' 
belde groepen leiden in het algenieen tot eene tweede nuglner* 
gdijUng, docb geven niet meer dun twee itelwU voor dc ze*, 
onbekenden, omdat deze ook no^ voldoen uioclcn nan^ 

Cos. » Cos. «, 4- Cos. P Cos. + Cos. y Cot. y, = 0. 
Se al-jemeeno foraiuten oit deiu iip)os«inQ voortkomende, ïijn te 
tamenj^sicld om er vertier ccni^ tl''**''3 tonnen afleiden; 

evenwel is nu hel vran;;3lul: yctiutl u|iydost, waiit al» «, , en y , 
yevondtn lijn, d:in yeveu de ïerjt-lijLiri|;UQ (4), (5) en (Ö) de 
Terj;elijl:mQcii voor ilt: 'ijJJ'ug v;iii 1^. Omdat die hoeken aau dc 
vergelijking (10) voldoen, is elk der vergelijkingen (4), (5) cn(Ö) 
lan de Iwlde overigen arhankelijk, zoo als lereiicht wordt, indien 
eene lijn moeten voorstellen, 

■Wanneer men door dcnzeirden oorsprong een nicnw regtboektg 
aisenelclacl aanneemt, dau k.iri men do vergelijkingen, die dc 
Lijiouderhedeti van Itct vrnajjslitk lievallcn, vereen voadigcn. Neemt 
men daartoe het vlak , gaimde door de rctnltaute en dc as van 
bet koppel , aU x'^'vtak en de (positieve) aa van Let koppel als 
as der -f s', dan lijn ook dc overige assen bepaald i de iiosilievQ 
as der x' kan men loodanjg kieien , dal de resultante ecaca scber- 
jicn hoek met baar maakt ; maar om na voor dc algemecno her- 
leiding der krachten de lormulcn op deielldo wijze Ie Tcrkrijgcn, 
als lij in het bcgiii ojiQCgevcu lijn , en zoo als zij voorkomen in 
de Statica van den Ucci 3, V. DiimiT, moet men dc pouticro 
C 4 



KA) 
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u der y' aan de liiAenqde van liet x'x'vUk nemen j wanneer 
pea het y'*'*!^^ «it ^ P>iat der poiiticn; x'u heacboaiH, mei 
het hooQ gekeerd nm de pwliere rating der Vu. UTani mende 
+ jf'u aan de tt^engettelde i^de^ ioiiden de fiwnndeD opL 
tepDjetteMe teekeos niiriigeii, 

Hep «reet voDrafj dat toot dit nieave etdeel (omdat de i«nil' 
tante en de as van I^et reaaltereod ioppd ia het j^M'^Uk luiten) 
de umiuulelleuiJc der rcsullaole Tolgeu da ai der y', cn de laf- 
peil loodr^t op dc aucn der x/ en d^ ff.' verdw^oen ; Ugic&do 
alleen een koppel loodregl op de as der s', waarron de a* de 
potitievo as der s' gelden tg. 

Wanneer men du« de vergeLgkingen (A) en (B) loot.dit uieawe 
(leisel wi[ Tcrandcrcn, moet men slellen 

a—±{90°—!p), i=00°, /=:00= «=90% » = 0, 

X = R A«,0, Y=:0, Z=rll Cm.Ïi, L=0, M = 0, Ns^S; 
indien men dan dc hoeken i die P en Q met de nienve anen ma- 
ken, door dezelfde letlcra met aocenleo towaldt^ dia «(odea ds 
^ergelijkinBcn (A): ' . 

Gm.» »• + e<tt.\ + Cu* r' = I-, 
Sithlp Cm.»' + Cot.v' = Gw.fl =— |, 

f ft Cm. é 
ffot. y' = Cm, ifi s — r ^ — 

en de fergeKjlingeo (B): 

Sin. <p Co».»\ + Coi.4>Coi.y', =-&■». g 

Cos. y', =0, 
Men vindt hicmil zeer [jeraatkufijt 



p ■ Ra».* ' 



' K fin. $ ' 
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' — H' Cos.* <p) 
ft Sin. lp ' 
Cs*, y', = 0; 

omdat Ctt. al Cm.*'i + Cos.P'Cos.?'i==0 m Cosx'Cot.m't 
poijlieF ii, moet Cos, ^' Co». ^\ «egutief ttyt; tlaanm hebben 
dis CMmanep tegengciteUe teelens. Dc oicri^ boeken bebben. 
dnhta eone enlcle «aarde , zoodat er in bet algemeen iwee eo. 
laiA meer dan t»ee riglingen voor P en Q be«(nan; men nl bni- 
tadien semaUdijk kimneo,nB{[*an,datalaP < AenP) d=BC<M.4< 
>>i ds tellen deuc fbnnolea allen Ueluer. dan honae aoemen 
wiydcm, m daaropi de vaarden toot de coi ïn iiaa en gerpodeBf te* 
•tunbaar de aangewon Toorvrarden nta^ dm nogdtakclgk. 
ea Toldoende, Be knebt. Q 1^ na io bet a'y'vlak rf in fae^ 
vhk Tan het retuliereitd lolppd , en bare Te^dyUngen (4), (5), 
en (6)- Teranderen in : c' = O, 

S + 9 («' Cot. 0', — y' Cm. »\) = O, 
ol na bcrlL'idinj; 

_ _ p» _ iti Co».* <P RS 0 

y - ±* K— ht^t^ 

co, TOOT de lengte der loodlijn oit den ooi^iong op dne lijn ge: 
trok^, bedt men 

^_ S, S. 

* - - n ^ Q' 

die loodlgn valt bij den aancenomen abod der aaien allgd aeblei 
bet s's'tltk (dat is asn dc zijde der negatieve y'na), want atelt. 
men üq de. vergelijking voor Q, x'::= O, dan vordl 
ILS Sin. <p 

don vaarde is.allijd negatief, sQqdal de reling uo Q de negatiere. 
u der y' doomijdi, en dn> ook de kodl^n op Q aan die ajde 
nn bet «'s'viak valt. 

Do grootïbi waoTfla die Toor P zoude kaancn Qcgeven worden ia 
P ^ It, maar dan wonlt Q iz: O, en cc zul geen cvcuvfigt knn.- 
iwn beitaan, alt uiel hel rcaullcrrnd koppel S (jelijk nul iij de 
Teqpütjluns nn Q gaat ook in dil ucval uvir in S = O, lerwijl 

Cu, 6 = — ü ~ — ' aanwijai, ibt l' lijjuiQUtuId mot R 



i2 



h daamxlcffiu het rtinJlertnd ko|^ gelijk nnl, ilau ü de 
rigtiag der g'n tn do* ooi die der oterige atiot onbepidd j «aa- 
lytisdi wordt dit Mageloond door de formule 

die den boel bepaalt ttutcben de reitilnnle en de m Tufael koppd^ 
39- «ndt TOOT hxl ougaioaRn inensteltd , als nog N=S = O 

«..* = ?. 

Neemt men de s'as «illclewi^, dan voidcn de overige bicont 
geregeld , cn de gciondenc fonaulcn j^eTcn de rijlïngen toot P en Q; 
maar Tixir alle aaogenomen e'assen cn eenc bepaalde «aarde vaa f 
zijn de boelen tuuchen R en F en B ea Q all^d denUile m aas- 

? O 

genrezen diMr^.«= — ~,CM.t's= — ^, «a de TE^|E^Ling 

Q wonlt *' Toj. P, — y' Tos. = (f. 61 dit gend niö<^ 
dn» de InchicB 1' tn Q cliaiukr in den oonprot^ en agn hare 
lïgtingen wïlleteurij , maar gtlejjtu op rejjie cirkdnmnige legel- 
vlaUen, «aanau Ju rcsull.nnle i]e gemeenacbappclijke as ii ea I 
en 1' do halve toplioelcn ïijn, Deie kcgcKIakkcn worden beschie- 
ven door het panlldugram van kracbtcu, gcTOnnd door R in nee 
onderling reglbocklge krsclilen, waarvan er eene in grootte bepaald 
is, te ontbinden, oin dctzelfg diagonaal te doen rondwentelen. Ote- 
rigeni kan men hier aan P alle mogelijke waarden < R geven. 

Yoor het aljremeene gCTal, is de llciriJtc waarde die P kan bdifaeB ■ 
P = ± R Cos. tp, Q worilt dan mlijk aan U J.n.0,dat i« P en 
O «jn dan gelijk a^iii i,im,!(is1,-lltJidm. die men verkr^gt door 
R lu iBeo ühJciIki!: rc.';ilioetige kracliten te ontbioden, waarvan 
er ccLii .ul-uus du ;is van bet koppel valt: verder lï in dit genl, 
VDl::ciia de formulen . 

en de feijgd^Ung van Q 



It Sin. <p (J ' 

dit allet lomt aan dal 1' in dil geval ];origl \t volgens bet ïcrlmgdc 
Tan de aa des Vuyi<iih t,ï voJyiins de;^ as . n.-iarmalc iJ (de boek 
(pnclicn de reaulionu ea die a?) scherp of ilomp i»; dat Q Kna,- 
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«ijdig met de at der x' , haar Ac oegatieTc rigting duet u ti^ 
keado, achter het x'x'vbk ^igt , «n dat es ïa dit ganl ■leehlt 
ecDS ngÜDg yoor elk d« kndhten P en Q ii, 
I JSrt'nAlécnds beeft betfeUüog op het mmm aangemmnD anc» 
■t^id^,diKh 1^ it oocenlen-feg dB4eKen nsggelaten. . 

-Se' bode rigtinQea Toor eene bepaaMe waarde Tan P zqn gele- 
gen op re»lQ teget vlakken, vaarvaa de as dc« koppels en de resnl- 
taniB do auen zijn ca i{i en de Ualve tophoeken, terwijl hun 
gemeenichappclijk toppont in den oorsprODg ligt; de vergclijkiagcn 
deior kesclvlakken aja. 



Cm. 4 = — 



p K«» + y* + »')' 



0«. » — B — 1^»» + S* + «*) ' . 
dow bieniit eene der Terandeil^ken ta elimtDCRnt na oen do 
veqe^kingen van de projectïöi van P op el£ der coSidiDatai 
vlakken vindeoj ali men daarentegen de vergelijkingen nwtelkan- 
der verm^nïgvnldïgt, om P le verdrijven, verkrijg mea 

•9 ~ ^ _,_ 

voor de vergelijking van liet oppervlak', dat elle ligtlngen van P 
bevat, als men deze kraeht van haro kleinste waarde lot bue 
gioolale waarde Iaat BBQ;;rodjen ; na Iitrlniiliuj; gncft Jpzclvc 

I» + y' — *5 Tang. 4> = O, 
een aciieer cirkelYOrintg kegelvlak aanwïjzenile , waarvan het ss- 
vlak het ccntmic vlak en de doonneden met vhikken evenwijdig 
san hot fyvtnk cirkeli zijn, die bonno middelpunten hchben op 
de lijn , Gelogen in het akerlak , en waarvan « = Tang. $ de 
vergct^kbg U, 

De hoek van het cinlrale «lak u <P ea votdt gevonnd door 
do as van bet koppel en de resultante. 

Sn^l men den k<^cl door een vlak cveaw^dig met bet «yvhl^ 
bddwnde tol vergelijking 

a ■= R Cos ip, 

■ea da^ddtaldc uiteinden van P beval, onxlal P Coi. ^ =— A Cm.^ 
ii, dui vindt men voorde vergelijking van iIi; projectie dcier doonnedo 

+ ï* + R* Sin. ^ = 0; 
de 'prt^ectiËn van dc nilcinden van P zijn dos gilegm ïn dn 



a O F L O ■ > 1. ■ » I > 

ontrek vueèoea rirkd, j-amde door den oorsprong, dicBjSïn.^ 
of dfl boriimitalc zamcns ld lende van R lot nuddeUija beeft ca 
vaBrtan het iniddel|]uut. up de negalievc as der x ligt. Voor de 
lengte der hortHin(aleprojeclie(«tdiaophelfyvlak)vaa P beeftmoi 

p'= p Sithr' = P K(i — Cos* y')= — ii**^»-* i 

verecnigt men baar nilcinde met het andere uileinde der middelHjn, 
dan is de lenglc dezer koorde K hejinnld door 

K=:^'{R* Sin.* $ - P'^) =z — 
is dos [uist gclyk aan Q, en voor den scherpen hpck k, dien zij 
met de as der m. iQaakt> heeft men 

^--^ (•)• 

Vcrjjulijbl men dit met de vaarde van Coi. a\ dan lal men zien 
il:it lij evenwijdig ii met Q ; (rekt men due uit den oqisproDg eea^ 
loodlijn op S., ol' verlengt men P' achter het a^^vlak, en ict meo 
dUBtop. aif de leuglc die voor de loodlijn d gevonden ia , oiinelök 

■ 4=i = ? . ....'.(« 

Q KCll'-l'")' 
dan kan meo dit voelpuut i'.et luudüjn -Js n3iij;rij[iiD{;gpuiit van 
Q , beschouwen , en voor de pih'ux vor^clijkiu^ van de lijn, die 
(■erannd wordt dqor de aangrijpingspunten van Q als men deqi 
kracKt awt V bare Tenpbillenfle wauden doet doorloopeii, Yiiidlmn 
door (a) en (h) te Termemgnddigen , «aldoor ]^ verdw^Dt^ 

^aatón. na de lu^tieTe ait der y ^ oonpnq{[ ^er.boekeo ia. Dezp 

vcrgeiijking wijst eenc regte lijn aan , die op den afatand ^ ^ ^ 

aelitcr hul jrsvlak gelegen , evenwijdig is. aan de as der Dïo 
alstand is juist gelijk aan den arm van het resultcrrad koppefj 
als men dcaieirs krachten gelijk neemt ,iaii de liorliuntale pro- 
jectie vau It. 

Wanneer P van + II Cos. <p tut. 11 aangroeit, neemt Coi. k 

van 1 lui O af, eu "loeil d vau — — - (ot <x> aan; als dua P 
" It Sm. $ ' 

het aangewezen Icgclvlak hceclirijtt van de as des koppels nur 

de resullants, laggs.de vpotiijdc iVf b^l ^vlak, d^ verajgdif;! 
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iitii IrI .lanjjrijpin^spuiil v.iti Q iti cetic re{;lc lijn evenwijdig met 
(Ie au iler x, van den oorsprmi;; iis:\r i\c i^mittcve z^dc dier ns, 
en naar ilc nCf^iUevc 7Ïjde ah l' aciilcr Itct icsvbk den kcgd doorloopt. 

Om zonder behulp i.-in Rtelkaosligc fbrmnicn tot deieUSe mt- 
lomttcn Te {;crabi?n, andenlellcn Trij dat dc LrKliten dfe op het 
llgcliaacn ircrkcn (Fig. Ü) herleid rijn lot eenc enkele ïcenllanie, 
gaande door bet gegeven nan<;rjjjiiii;;$j)unl rn lot een resulterend 
koppel ; do vraag is dan ofri liczc weder Ic lierleidcii lot eene op het 
gegeven punt werkende kraclit T vnn liepnalde grootCG en Bene andeié 
Q, die haar reglhuckiQ kruist ; want brengt men dan in tegmge- 
^Idc rifilingen, gelijke knchlen, zoo lilijit het stelsel in evenwigt. 

(in Hg. 9] AR de grootte en rigtiog der rcsallanie, A het 
gegeven omgrijpiiigipnD^ en itd dit AP de gnxtlte en onbekende 
r^ihg tui P diMr dtn R met P td Tenenigea, AQ' eveow^* 
dig un PE en PQ' evenw^dig eta AR te trdkeA, liAdt tneii- 
AQ' TOOT de Irach^ die Doodnkel^l met R in A dient Ie «ardeit 
nmengeitdd om P in de rigüofi AP op te leveren. Defc bracht 
ktn meh illeen netten tan de bvchlen m het reibllerend kop- 
pd, Mirvad dan nog eene kracht Q moet overUgven^ die P 
loodi^ knriit; maar. AQ* en nit de berlddtng vin eeh koppel 
TDortkomende, tollen eclven een koppel nilnnken gelijk ed eveti- 
«^dig aan het eenle; du ia AQ' — Q en l^en Sg beiden in' 
htl vlik «an het reittlletend koppel alt men dit door deaoonpnm^ 
orertmngt; rolléti verkregen Wden doot hq den arm vaa 
dit iopfd, vaarvan het moment bepaald it, adure lengte te.gft- 
ven. Omdat verder P looilrc^t op Q diis ook op AQ' moet tgm 
Beeft mea in den n^thotLigcii ilrielioct APR 
AR> = AP' -t PR* 
of R' = P> 4- e,. Q = + t^(R' — P'); 
ook vindt men dadelijk , in rUininerking nemende dat de kracht P 
die het evenwigl moot daarstcllen tegcngctleld it met AP ; en Q 
legengettdd met de kracht Q tan het kbppel , en doi in deielfdtf 
rigtiog ali AQ' werkt, 

C(«.l»AR = &t.(l80° — fi) = | Qf c*».e = — ^, 

C«.RAQ' = Cos. 6' = ~ A«.PAR= - ^ = - 

Zij vcrdér (Fig. 10} BB' ile prc^cctie van ft op hef vlak tui 
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bet mal lerend kopgd^AC loodregt op .dit -Mt, en AD loodnii^ 
1^ in dit vlak , dan i^a & de rigUogea ia x", ^ ea y* 
tMD nn de Tnxgauide Dplouïng ; AB la de pontiere aa der 
AG .of deneltt. verlengde de pcwitïeTe u der s', de 
iiatk fondtea de Tcrallanle en de. a» van het lu^tpel iderp 
ttonip itf en AD o( desKifs verieiigde de pontiere ai der y'^ naai^ 
iDBle AC of deuelfo verlengde de positieTc as der s' is. 

Bukt moi (Fig. 11) achter het i'a'ïlak O'AQ' = AB'AQ' 
(tan Bg. 10) en AQ' — AQ', daa lal men door AQ' met R 
■amen Ie stellen een parallelogiam vcikr^[^ gelijk en gelïjk- 
Tomtig met Q'AAP, irant omdat It in het s's'^hü [tgt, wordt 
/_HAQ' ~ ^.RAQ' en dcazclfa diagonaal is dns ook gelijk P, 
makende met AB en AC dezelMe. hoeken ala AP (in.ftg. 10} 
met deze lijnen; er djn dna twecrigttngeB TMv de ktachten P 
cn Q, doch de loodlijn nitdenaorqinn^op Qfietrokkeq^bl^ftateedi 
achter het a'a'ïtak [lel^^en. 

Door uit IV loodlijnen RF en RE op AB en AC te trekken, 
vorden AF en A£ de twee zamenilcl lenden der reiollante; dafr 
RE zoovel ali RP evenwijdig is aan het horiiontale vlak (wq lal- 
len het x'y'sïak het horiiontale vlak noemen), xoo ii ookhetvlik' 
van den drichqck REP horiiontaal cn EP loodregt op AE;. nen 
zal doa voor cltc vaarde van P hebben 

AP < AB cn AP > AE, 
of P < R en P > R Cm. ^Ij 

AE 
"AP' - 

of, omdat P trgcngcstcid met AP moet aangcbragt vordeo, ra da 
hoek, dien deze kracht met de as van hctLoppcI maakt, genoemd 

^ , R Cm. 0 

Cos. J- = 

Omdat AQ' loodrcgi is op AP en AF., cn RP cvcanijdig aan 
AQ', «laat RP loodregt op hel \lat EAP, en is ^.EPR regt; 
de pmilcn E , P en R ?ijn dus [jeicgen in ecnen horiiontalen 
drkcl, vaarvan ER de middellijn is, en de ri>![lbgcn van AP (als 
men die kracht van gioolle laat veranderen) vormen alioo een 
■ofaeef k^lvbk, vraarvan deze drkel de baiis cn de oorsprong 
der coCidinateo-Btsen .de top is, Verder i> EP gel^k aan de h(H 
linnilale projerlie van AP, cn neemt mtn in aanmerking dat do 
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krachten P Icgcngceteld zgo met de rigtingcn vni K?, don zal 
men zicD «lat de oïteinden Tan de horizontale pro} actiën Tan P Ber 
Iq^ zïjn in den cirkcl> betcltrevcn op AG, vordende het punt G 
hepaald tloor EG cfcnvijdi^ ann AR to trekkcnj het punt ,Q' Jiffi 
blijkbanr ooi in dczcn omtrek , en trekt men dos ait G eeoe lya 
Cé'" evenwqdiff met AQ', dan is AÖ"' = GQ'=r EP de pnqee-" 
tle «enet rigting raa V, achter hef ^'s'ilak, en mfh beeft 
AQ"- =^ EP = i^tR* — 4ï:*>= K(P» — K» 0). 

Om het aangi^piDgipant yaa Q Ie bepalen , verienge men , als 
AC de puitieve rs der V ü, de lijn AQ'" lot in H zoodanig, dat 
AH X Q = S voidtj '^ u H het.gen&qgde langr^idugtpaat 
fln moet Q eTenv^dig met AQ' aangebragj aróden; trekt men nit 
H eece lAbdlijti ffi «p iB', dan xijn de driehoeken Affl enAQ"'a 
gri^knrmig, en men hectï 

• i AG :-GQ"' = AH ï ei, 

CQ"' X An _ An X Q _ S 
" AG AF Jt Jün. 0 * 

zoodat H[ voor alle. wannten van Q alandvailig i«; de aangr^j|Hiig(^ 
poaten van die kracht Tormen alzoo «ene re^te iga^ die, op den 

aftland ^ — -- aclilct het :i:'2'vlak, crcnvijdigisaan deu der 
K iftit. <JI : ■ ■ • 

V/n» AC de negatieve as der s', dan roa man, omdat het koppel 

uit C heachonf^, (liiD ncgaiicf . moet. rijn , AQ'" naar de andere 

zijde moeten rerlengcn-, maar dan is ook ADdcncgaticieasdcry', 

en dos lig;t de lijn der aangrijpinjjspnnten wederom aciiirr hel ^^'.s'Tlak. 

Wanneer men Pbel legelïiak doet doorloopen Tan AE naar AR, 
schter het «'s'vlak, dan doorloopt Iiarc tt^engcsteldc AP dit Tiak 
Tan AE naar AR langs de Tooriijdc ; het punt Q' hcwccgf lieh 
in de n{;tiDg GQ'A en )ict pnnt Q'" io de rigtinjj AQ"'G, dnt 
het pnnt H van K naar II j gaat P lan[;s dc Toorzijde »an hoi 
j;':'ï!at , dan hpirce|;t ïïpli II yan K naar 11'. 

Verder zal nifin nil lii*t voorjaaade, door te Tcrondcrgrelico dat 
de (Irielioek EPU op het linrizontalc vlak geprojecteerd lij, gc- 
mnLkfüjl: kunnen ojimaten dat dc ri];tin[; Tan P Ijcpaald irordt 
door op de projectie AF mn R cenün luiUm eirkcf tc licf !irij\en, 
en uit hnar ecne uiteinde F (wee cirLuIbujcn, mtl Q ala ëIpmI; ilc 
snijpnnlcn lijn alsilan de horizontale iinijcctiün der uiteinden Tan 
de beide rig1rng<nr van P, vaardoor die rigliDgen geheel bcpaold xijn. 
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On nn 'nog de Ixekm Ie bepalen , die P ea ^ aid de itteA 
roOm, betob^m (F^ 12) b de vUbai decer hsdm 
aAéba^,Aa»Ui don da Figuren 10 tu 12 mei cliutdec tcp- 
gelqlr, n fn ünindd^ oeetat d«t P lepngBrteld met AP en Q 
hl da liglSig. mn AQ' dan ul meo betindifti dtt 

/.pAB=t80"— Z.BAr= 180°— p', Z_BAE=180°_ y', 
^B4G = «',, ^FAG = p', en ^EAG=y', = 90° u, ea 

Er is rcedi gcvoiiden 'Cos. EAD = Cot. F.D = ^-^fl^^ 
dut 

fn deo bolnwmisea dnehocL CGB is ^ Q = 00° ca 

Gm^ CG = (70*. BC Cos. ËG , 
ft». {270°— () =; O». (80° + S) = ^^oï. (00 — cp) Cos. «' , , 
■rf Q _ i4R'-f') 

" • — Sin.(p~' R -Sm. i$ ~ R &«. ij ' 

èna».*', — -H ^^ (+omifalit', <180°cti>0i8); 

. ' R &H. 41 . ^ ^ 

aunnato AQ' voor of achter bet 3's\lal li^l, hee(t men 
C«. = Cot. (b', — 90°, = Si». , 
Cos. p', = Cot. (270 — «',) = — Sin. 

nog hced men ia deaicirdcn diïcboclt 
C^. CGB : 



hot boTenile oF ondente tedtrö nemenda, nainiiate AQ' tn» of 
Dch(eT bet «'«'vlafc ligt. 

In driehoek DGF U dan DG = 90' en 

Cos. DF = Sin. GF Cot. DGF » 
<7ot.(180° — = Cm.CGB=- Cot.«', Ciw-CGB, 
C«5.(180 -P)_± p Him..J • 



-!fit m driehoék DGB , 

Co.. (180 - _ + -pii.a6^,^. » 

, P» — R»fl»t.«« ■ 
, Cm. » = — =3—=: — T — -. 

■ Do luftoiiutGB dier lUaiyiii^ 'en Anl^itK^ tiéH^MDg 
'^MeanBett aliw -geÜOEl tnet dkAider oteiAai «A'VBiAMerw^ üb 
•aShi te umdi MUiui Mt -fo chn hop dbr bi^oMAg getaadai ii", ' 
^'bmb vij ut het nIgaKle béilait : 

- 1^ - h -het «tgMBCea kan een itelïGl tAd IHiAien Ito tnmU^ 
^worAm ■grfOMtdin, dtfo^ bnto ondcïliDg loodregte kradlleD; ^raama 
«r é&n P iü grootte bepaald ii en 'door een gegerën pont gaaTi 
XDiii Aeu kracht kle&ier is dan de tuultante R vah bet itelnl eft 
niet kleiner dan de projectie van deie resultante op dfl as van bót 
-ioppel> dat men vefbijgt ah men de (emdtante fn hel g^even 
wng i^jrii^ gi pwi t DTerinengt. De aodore kracht Q it altijd UeiiHlr 
^aa de pnjectlB A op het vlak Tan het koppe] , en RjPdf^ï 
'TOrmen «tien regihoekigcD dÜdibek, «aanati R de hypótbéniM it, 
2°, P kan niet gelijk aaa R genoUHli «Mden, tmiif hefn* 
«nlleraid koppel nul 'n; 6m heelt mSQ Ook Q = O cn i>-I^ 
tegengesteld uiet B; '■ i ■ '■• 

kU bet resulterend koppel uit lich zetien nol li , dab kaa -P 
«He mogelijke waarden Ueioer' dan R hebben; jaea behoeft dad 
riechta R in twee onderiing regihoekige Inehtoi Is'ifaitlltiideni mi» 
Tan er ecne gelijt aan de gegcT«ie «aarde van p ia; hieedoor ^n 
de hockcti tuischeo R en P, èn R en Q geheel' b*pnld>' uAÊX-éè 
riglingen t3ii P en Q zijn onbepaidd in de rUimtS' en gftiqginiiii^ 
regtc clrkekormige kegel da kkea , die men verkrijgt A>or<den lagt. 
lioek der krachien, om de diagonaal R te lateii omwentelen; .vUfe 
'elke rigÜDg van P ia er ccnc OTcrecnkomsligo voor Q; 

3°. Heemt men P gelijk aan de projectie van H op de aa dei 
koppels, dan is zij (cgcngcsEeld met dczo projectie cn hebben P 
en Q slechts £cno rigtingj zijnde Q evenwijdig met het vlak dat 
door de as ion bet koppel en de lesnltante gaït, en via dÜ vUk op 
ïeuen alslaiul lerw^derd, gelijl aan den arm Van hel letlilteKod 
kofpd, alt men denelfa kratditpn gdigk nranl ian dft |w(gtHiti 
,nn R op detzelb Tlak. 

Omj Ue SvDx; D 
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4«. Geeft ara P, tnaidKn de bade(pmciaDdecnBnn,aBB 
^Uegdg^ ftaudani dm ntuldat ocd^ hm (%tiiv.|edaE%, .a 
den rigtinpB vtnMn an «ie«f dfidvonnig kgdThk, dat den 
IitN^ tnnAea 4». tmimt» en de u -ran faet loppd tot centFid' 
Ml heeft. Het ■ngrQiAim'nat ii de faq> ini £t legelfUk a 
de doomedeD foodngt.t^ het gengde «U t^n diUmmig. 

Q !■ «leeda w bet ilit;-nti-IiM nAiltoraid luq^.gdqpD; 
jib mes ;dit. door bet geferca UBgl^iwippat (mdnogt; en. In- 
,4^hi)tqrt, raen biet TCetpBnt der loodlijn -lA dit pn11t.19.h1n ri^ 
'ling pttoUeD nli haar iMigtq jinppmit , dan wmen de a«ig^ 
^ffffffffifOf^,^ -Q Moe. 1^ eraovödiB atp. het ^Ut nn,. de 
m*lMM4: a« ds « dei- Icm»^* ™> *bL.f>p eemi «fttwad 
Wtrqdnrd Mn deo ann dien het mnElereod koppel veib^g^ 
«Iii-BKft dMttjfi kndileD gel^k neemt aan de projeclïd van H tf 

. eP. 0»i» bepalen aan welke igde deze lijn gelegen i« , nt- 
betUt VKtL ucU in bet gegeven aangrijpiogipDnt op bet vlak tib 
^«t.rtt4lt(usad koppel te sUan , zootlaaig , dat men de reialtinto 
.nwr lich liet en teveaa het. koppel aldns beschoavd in de poaitieve 
jigling Ven jde linker- naar de regtenijde tracht te draaien, evm 
Vla:de «ijten op een nnrverk, dan tal di^lijn Uceda vallen aas 
de linkernjde van het vlak, dat dcwr de aa vos bet koppel en de 
reanltinte gait. 

Wanneer men, op deze zo geplaetlt njnde, P langa de voon^ 
{dat is, langï die x^de, vdke met den fegterkant van den beKhoi^ 
.ver otereenkomi) van bet »vlak, het kcgclvUk dnet doorloopen , 
:^n.ile.Rt deakeppela naar de reinllanle, dan doorloopt hel oai^ 
Hnjpi^iBip^nt ' van. Q de geicgde l^n Eooda^g , dat hetnlve xi^ 
.H^.taB-idBi.;(*»riwiiTO- wn > jj dee fc :ih.ejpÉ fdennAlkdMt'Vigr 

*«.M.l-;.-... ■ L-.. ■ . ■■■ 

■', Veaagsidk £;' 

r Jfm rcriangt , imgelijk* zonder en met hehmlp »a» *(ettiiii* 
lUge formules, ée centrale a» der .momenten ta» een oanfal 
wK/Mnn^ gtget>ena irachten , die op 'iiemMlUmde ptuOm tak 
êen l^<^am tenien, It bepak». ■>; ..' 



Digilized by Co: 



OPLOSSraO. 

1. Wamwer de nup^fangtpiuitai. vm mige kractilen oniml< 
IxMr wbonden tgs toet cene regte lijapE u, zoodanig, dat het 
Hmenitdj .«nn^ wwbn^ MUe nnddraaiieade beweeg om 
de» u «oi^t ■!« w geen oramoBt ii> «b ii»n'Oiitl>iitdt..dka 
Iciadit In tmt, andere, «mnui de eento erepwig^ ua ea ds 
tweede loodregk ii op de m, dm xoUen' do aameutdleodait 
emaw^dtf auk de w gnanea invloed .bebUn «p de dnaïjaidB 
bém^ag I naar dei^ z*l alleai '«Huuftelgk z|n van de nroen* 
■teUmden loodregt op de a« en nn hare hvMe afianden tot aan 
deidve. , , „ . , 

Brengt men door een villekenrtg pont dep at Mt loodi^ vU» 
dan zijn de lóodregte umenstelleaden cTenirijdig aan dlt Tldi eti 
in grootte gelijk aan de prqjecti^n der kraobten^op hetiolrt; tehr^l 
de kortite afilanden bepaald xoUen vorden, door uit het 'aangeoumoEi 
pnnt in dit vlak loodlijnen op de projectiën te trekken. 

ilet prodoot van da loodregt lamenitellende eeser kmcbV vnw* 
nifvnldigd met hareQ kortiten aJitaud lot aan da aêf noemt mBa.ke| 
MOMMt dezer kracht , ten opagte van die atj de ar aeln #cadl 
aa der momtntm genoemd, en door de «om der mamenfm vetstaat 
mea dan de som van al de dna goTormde producten^ mits hierbij 
de momenlca der krachten, die in tegengeitelde rigting track ten ü 
draaijen, ook met t^ogeitflde leekeo* ia tekening braigende. „ 

AU al dekiaoblcnin Ha plat ilal gelegen i^o, «oidt onder die 
bepaling.de aom van.hare momaDtea gel^k aan het. mement «ao 
hare rendtanto; en ostgekeerd, het moment eener kiacht gd^ aan 
de som der momenten van Iiare samenttejiendex. 

2, Om de som der momenten van eenige kraohtan ten opugl* 
van eene gegevene 1^ te bepalen, beschouwen wij die ]c)q ali aa 
der B Tan een r^thoekig asscnstelKl, wasnan overigens de rig(ia« 
gen der andere auen onbepaald worden gelaten. Wij stellen en 
der krachten voor door P, de hoeken dïc rij met de auen maakt 
door a, p en y, en de courdinatcn van Laar aaogiijpingspunt door 
X, y en s, dan is P Sin. y dc zamenslel lende der kraobt loodregt 
op de at der momenten of evcnw^dig aan het syvlali , en de verr 
-g^Ui^ der i%lii^ van P zijn, 

D 2 
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62 ovftoiitaattt 

j' — g — y — i 

Cm. « ~ Cof . P ~ Cw. r ' 
co dot ii da tc^d^Un; ntt hm horiiontilo prajedie, 

«oaris y' eo «' da femdwlgU wBidiDitea TOonteDra. S* 
widgkiBg nn ccob dm amgnof loodragt geinkkm «f 

die piojeolie, ü alzw y' — — ^ ^ a', en Iiicmit de lenstB 

dbn load% oE i/^a** + y'*) tMftende, ifedt b«s dMnoor 



en du Toor bet momeot van P, 

P«..>x± "^-^~^'^-' =±P(«to.^-»to.'). 

' fflén lan naar rerltiuiag een der beide tecleot gebniiken, miaf 

waa moet dit dan bij het berekenen der oTeri^ momenlen bcju»* 

den; kieat men liel bovenite, dan volgt daaruit dat men het m» 

ment als poaitief betcbonwt, wanneer de fBclor tnssehen de baakjet 

pMilier ii (en negatief alt die facror negatief it). Maar in dat geval 

vordt de ordinaat tbd het mijpimt der prbjeclie en de as der y, 

die oit de vergelijking dier projectie bepaald «oidt diwr s' — ü 

. , * Ooi. S — y Cot, a 

te itellen, en waarsoor men Tmdt — ^- , 

Cot. * 

negatief ala et acherp en pMÏtief als s «lomp is; det is, negatief 
lil de hoHnmtale projectie cencn scherpen hoek en poiHief als 
eenen stompen hoek maakt met de at der s. Neemt men nu in 
BannMrkiofr dat door de hoeken, die ecne kracht met de as maakt, 
allijd die bedoeld worden, welke kleiner dan 180° zijnde, gemeten 
worden door den boog die de positieve Hgling der as met de rig- 
lïng, volgens welke de kracht trekt, vereeulgt, dan al men hienitt 
knnnen besluiten, dst door het aangenomen leeken tevens bepaald 
is, dat een moment positief lal zijn , wanneer de draaijcade bcwe- 
ging, die hetzelve aan hel afvlak zonde medcdeelen, zoodanig isj 
dat de positieve M der » licb, binnen den hoek Inttchen de 
positieve asten der i en der y, londö verplaatsen. 

De som der momenten van a) de krachten , ten optigt« van 
de gegerene aa (ol bier van de aa det «), kia nu «o^eni effie j«ii> 



TinrBiJiTRAAiit. 58 

^enomene iclirijfvijie voorjjcslcli} worden door 
Z.V (x Cos.p — y Cm. »)., 

Kocihcidshalïc Eullen mij dciclïo het momenl der imehten, ten 
optigle van dïe is , noenicn. 

Zonder Lchnlp der analyse geraakt men tot denJIdo oillomtt. 
Zij daartoe (Fig. 13} U't" de boriiontale projectie no eene kracht 
P , TFaarran M bet aangrijpiagspant ii eo die vprlX TolQCni de 
rigtin^ in de figuur aangednid j dan ii liaai moment ten opaïgle 
wm de aa der « hetielfdo ali dat *an M'P', en dni gelijfc aan da 
KMD der moinaaten Tan U'Q' en M'Q',, die de zameaaielleoden 
Tan HT' eTcnuijdig aan de aiMn Tccbeelden. Noemt ntcq na de 
iQOmenlen positicr, ali de krochten de + ' vuden dfaayen üi 
den ho«k tusschcn de + ^ ai cn de 4r y 4>> dan ii, het atoment 
Tan M'Q', posilicf en gelijk aan M'Q'i X BM.' en df t Van B'ft' 
□e^tiefen gelijk aan M'Q' X AM'; dug i« do «om dezer momenlai 

M'Q', X BM' — M'Q' X AM', 
^ dur H'Q'= ? O», m, H'Q\ = P Cm. U'S =f <» U'A = y 
WA men, vpot }at nKHiwnl tui P, 

Ab een der mnputdlcode» nn 4e horiniatqlq ptqjediVf <J«d 
heiden ia legppgeriddn rigting Tan ds posïli^ aoea ifiAlai^ 
dan 10 ode eoM nitdmkkiiisai P Cof. m , P Cot. ^ ^ 
l|0iden negalief i^n, -mtF dan ronda men ook.alf dit toot- 
^edd met plaati had, voor die kr^t ipoeten ateUcD 

--P^H.«, omdat. den (teeds in. de fiipnaleii ali.eeoe po(itie«e 
grootheid moet voorkomen ; onderzoekt men deta gefaUqp..Toer do 
W*chiUende quadrauten en Iet, men behoorlek op de leekpii der 
coördinaten Tan de boriionlale projeclicn der aangrijpiogtpunlen , 
dan lal men bij de aangenomea rigling roor de poiitiete iiiü|i>tn- 
len allïjd dc gevondene Rinnnlefi, met d^fclfdc [{.-ckcDS, vcrkrijjjen. 
Door de met elkander te vervii^elen , zql men op dezelfde 

Wjic de (topi det) mooienlcu ten npiiglc vaq de aifen der x cn 
der y kunnen vinden; wij su-lten alzoo Let moment ten opiigle: 
van do BI derj.E.P (y Cos. r — ' Co». P) ~ L,l 
» s » » y, S.P (« Cm. « * Co», y) = M,t. . . (A) 
n » ). » ï, S.P (* CW. P — y Co». a) = Ui] 
deze momenten lijn poiiliei ali de draaijingcn om dpri^fer auen 
phat* hebben in dq rigt^isen f^* m ea sy, swduqg, d|( W|if 
D 3 
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neer men dezo draaijende bewegiogen oit een pont der poaïfïeK 
BtKD besohoavt , met het gedgt naar den oorsprong geleerd, Iiare 
Hgtingen van de linker- naar de r^;tcntjde gain, eren als de 
bavDf^g nn de wijzers op een uurwerk. kotmen dienen, om 
het nKnftent ten opiigte van eens anden it te bqnJen, die door 
doudfden oonpnmg gaat, al« men de boeken kent, «dke die 
nienwe ai met elk der oorsprookelijke maakt. 

3. Beachoant men daartoe looreerat die as ,a1s de a'a» na 
«en Dieaw rc^oekig Xelsel, dat dcnzcKden oorsprong heeft ea 
Iwpaald it door de hoeken die deuclfs assen met die Tan het eer- 
ste itoltri maken, en «tdt men daartoe de boeken: die de 
^ x'a$ üaAt met 'de enen der + ar, + y en + s, = a,a', a', 
■i- fu ■»■»»■ » » » » » V 
•f VU' » »»»»»» » » =^o'o* 
dan bestean er toMchen dew pvotbeden de Tolgende betedlii^ i 
Co»;» a -h Ou» a' + Coa.* -a» = 1, . . . (I) 
«w.» b 4- Cm* h' 4- ö».-* 4" = 1, .... (8) 1 
C«w.» c + Cm.» o' -h Cm.» o" = I, . . . (3) 
Cot.aCoi.b-i-Ces.a'<^,b'-i-Cot.a'Coi.l*=&, . (4) 
ï^.aeïw.oH-Co«.a'Co(.o' + CM.a*Co>.o' = 0, . {S) 
Cos.bCoi.e+CiM.b'Gjs.o' + Co».b'Cet.i^ = 0, . ^ 

en ook 

Co».* a + Cos.» 6 + Co*.» c = J, .... (7) 
Cos.» o'4- Cot.' i'H- Cos.' c'= 1, ... (8) 
Cos.* o'-f Cos.» i'+ Cöj.» c'=: 1, . . . (9) 
Co#.BC«.o' + C!w.6Cos.fi'-f-Caï.cCM.c' = 0, . (10) 
Cos.oCos.o'-hCos.iCo*.fi'+Coï.cCos.c':=0, , (11) 
Co*.o'Cos.o'4-Co*.6'Cos.6'-}-Cos.c'Coj.c'=0j . (1^ 
de coBrdmalen y' ens' van liet aangrijpingipimt ïan PwoideB 
ir* = « Cm. O + y Cm. o' 4- « Co», a', 
y' = r Co», b + y Cos. i' + a Cos. fi', 
*' = j7 Cos. 0 -H y Co», c' + fl Coi. c'j 
en de boeken die P mot de uieawe assen maakt zijn bepa.ilddoof 
Cos. «' = Cos. a Cos. « + Cos. o' Cos p + Co*, a' Cos. y, 
Cos. p' = Co», i Cos, « + Cos. i' Cos. p + Cos. J' Cos. y , 
Co*, y' = Cot. cCos.x+ Cos. c' Cos. |3 + Co», c' Co», y. 
Hu 'is het moment tbb die kracht, ten opzigte van de (nienve) 
i'as, tólgednikt fai de gTDodteden die lot bet nteuws asiaisieM 
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beliooren, rolgetu de derde TCrfrel^Uo^ (h) ia 11°. 2, 

P (ar' Cm. — y' Co», a"); 
ale men toot x', y'. Co». »' en Coa. fi' hiuine aangowezcn «au- 
den nilMlittieert , dan wondt da üetar tnnchen de baalje* 

-{mi^MsCMi'+MCMi^CMjiCoiM+Cpi^Gmfi+Co/^CÖijy) 
dat ü, na herleiding, alt men eeoigB tenm, £o Mmw^mm fgr- 
nïeligea, weglaat, 

(xCM.p — y Co». «) (Cos. O Cm. — Gg*. s' CiM. &) 
-h(aCiM.«— sCM.y) (CM,a'Cla>.&— 
-}-(j<7o».y— .Cm.P) (Cl)..a'CM.y— a».«'C<».i')5 
ia den tweeden &ctor Tan iedercD lenn komt do lefter o nkt 
voor, en men lal dal, waaneer & fidonolMridd knnnan «ordoif 
tot die faeHddini; geraken, door uit de vergal^faigen (I)^ 
(4) , (5) en (6) deie letter Ifl dlminereD. Ab omd toowent idt 
{S^ en (6) bearteliags o en B* dimhieert, no vindt men 

Cm. a Cos. h' — Coj. a' Co». ft Coe. o' Cb».j6 — Co».aCoê. ft' 

Co*.c' Cw.o' 

Coa. tt' Coa. 6' — Cos. a' Co», b' 

Cm. O * 
«aardoor de gezegde factor herldd kan worden tot 

Co».aCö».b'-Co..a'Cos.b ( {'Co».?~y Co».») Cos.o'^ 

-=-—:, X ^ + (« Cm. « — * Cm. y) Cos. o' \ . 

" 1+ is €01.7—' Cos. Cos. c) 

S^tilneat men verdee de WMiden na Col. o en Cb*. e* mt (5) 
eo (6) ia (3^, don komt er na heileiding 
Cai.'o'((CM.oCM.t'-Cos.a'CM.6)»+(CM,a'CM.i'-Co»jj'CM.ft')> 
+(Cm.o'Cm.6— CM.a Cw.i')»} =(CM.<iCM.ft'— Cm. a'Cw.J}' , 
en ah men het eente lid ontwikkelt, dan zal men op (1], (2) en 
(4) lettende, bcTÏDden, dat de (aclor van Co*.* c* fid^k 1 ia^ 
loódat men heeH 

Cm,* c' = (Cm. s Cm. b' — Cat.a' Coa, b)* , 



^aardfor 3s ultdraklmg voor het nieuwe moTne&t mode wordea- 
±P^(* Cfe».p— y Coï. «) Cos. c' + (= Coï a — x Coi. 7) Gm.o' -f-, 

(y Cö*. y — » Coï. (3) Cos. c) ; 
^^cemt men ei;liler in aanmerking dat zij toog c* = O en c' = c = 90°- 
wederom het oowpronkelijke momeDt moet ppleveraa,, omdat dexo 
«aarden gandniden dat de ns der s' deicllde is als die der x, 
dan liet men dat het bovcoslc Icekcn moet genomen worden, ea de 
lom der momcnlcn , len opilijlc der nieuwe as , ia dan 
i.P (« €oê,^—y Cos. x) Co». c'+ 2.P {s Cos.ct~a Cm. ^) Üw. c'-h 

i.P (y Cm. y — » t«. ft fl». e, 
1^, omdat hier Coa. c', Coa. <f en Coa, o itandTOltig z^n, Qi, 
TOrgeni (A) van N° 2, 

L Cm. O 4- M fib*. c' -H N Cot. c*. 
Deie nïtkumat leett dal, dat bet moment te^ opzigte Tan een& 
lijn G'^'']'^ ^ »oni dor producten van do mpmentpn^ ten 

opii^Io Tan drïo n^boeik^e anen, Tenncatgynyigd ^ qiet den, 
coBÏnus Tan d^n hoek. ifm dffite Üjn met de aaien nn die BVmuD-, 
ten maakt. 

Noemt men de momenten, ten opiigte der x', y' ea «'uMv 
M' en li', dan zal men hebben , 

L' =: L Coa. o + BI Co*. 0' 4- N Cos. a' \ 
M' = L<7w.A+.MCM.4' + WCl».fc't . . . (B) 
N' L Cii. 0+ M C». ö' + N Cm. (Tj 
en omgekeerd , 

L = L' Cos. n + M' Coa. h + N' Coa. e | 
Mr=L'Co*.a'-|-M'6'o!r.i'+N'Coj,c'> . ■. .(B'> 
n = V Coa, 0'+ M' C<w. b'+ }i' Coa. c'), 
4. Door dc wm der vterkan^ nn de beide leden te oemen, 
vindt men uit (B) en uit (B*), lettende op,deTereelgU)qea(l) lot 
(12) Tjm H°. 3, 

L» -f- H» + H> = L'» + H'» + N'»,, 
de lom der TÏerkanleo Van de momentni, fes opn^ vtm dne 
rcgthoekige assen, is das voor alle stelsels, die denieirden ooiqirOBg 
hebben, eeno standvaitigs groolbeid,' die genndai mrdt docr de 
«om van die vierLantei) nm een deier alelida te bcnkenen; stdt 
men al^oo. 
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^ tui da wj^tng 

• + M'» + M'» = GS 

dientti om de M te bepalen, «samor de (om der nnxiMnlett eca- 
mufArwki isj vant ateUeode dat dit de s'oa xg , dan faeeR mei^ 

H« = 6» — (I,^ + M'»), 
«n dn* al deze manie een nuiidmnm i^n , ali die s'as nodan% 
genomeD vordt, dut hkq liedt L'* 4- H'' == O , vaarloe nood- 
oA^k itsteSÊAt nmit L' = O en M' =: 0.; de vQEgeT^kins^ 
(C) gevoL, yow dev vaaideo , 

L — N' Fm. O = G Cm, o, 

H =: H' Cos. e' = G Cw, c', 

N ■= H' Cm. c"= G Co3. c'; 
diu Toor de hoeken die de at van bet moinent tuaxitnntn met de 
oonpronldtjke aasen maakt 

C'M.. = g,.(?«. = Cos. c' = ^. 

Met behulp lan de leerw^ der maxima en mbUna, fcrki^gt 
men dezelMe nitkomitenj cna dete leerwijie toe 'te panen moet 
men de nildrnkking 

L Cos. c 4- M Cm. c' 4- N Ces. c', 
die in het algemeen bet moment voorslcli, ten opziglc van eenc iie, 
die hoeken e, c' en c' met de co6rdInaleii-asscn maakt, bc^haawen 
alf eens fonclic \an die drie veranderlijke grootheden, waarvan ec 
•febtCF decfata ttrce onafbankclijk zijn, omdat men no|; heeft 
Cm.>. O + Cos.* c' 4- Cm.», o' = J. 
Men Terkrijgt dan, door de functie en deze vergclijkiog te dilfe- 
^tiëren en ket difièrentiaaI*qnoliënt der eerste gelijk nnVte (tellen^ 

L Sin. O ï.? + M Si», c' .c' + M Sin, c" if .o' =.0, 
Cm. o Si». oKj>+ Coa. e' Sin. o' ^ 4. Cïw . e* Sai. if t-^ — 
en hiemit tJ^ eliminerende 

Sin.c (LCm.c'— NCm j>} y .0+ Am' {MCiwji'— NGir.o') t.(l^. 
l)c coëlliciÜDicn van Üjs en tfi' gelijk nul tl^Ieode, aw gein 

alleen de veJuelijLingcn 

LCm.c' — NCiM.c^=0 en MCm.c' — N Cm.o' = P 
bcilaaubare waardoi voor de liocki'n ; iiicn )i<;ult d,nn 

Cm. 0 = ^ Cos. c', Cos. c' = ^, Cm. e', 

D € 
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d„ o...^{i + ^ + e-:} = i, 

wndt-rolgt 

N II . 

= K(L'4-H»+H»)' 
eD iBTRit volgt hieruit voor het maiimDiD 

L Cm. c + M Cm. c' + H Cm. c' = -HjtH!L±^' 

= (/(L»+Sl»+N»} = G. 

Wanneer men du, Ta» den oorsprong af, op elk d^ coSnlinaten- 
ausD (tokien niliet, eTeorediQ san de momenten, tenopo^e ran elk 
Tan die asKn, en naar de poalieve ofnegaliere njde, naarmate dïe 
momenten positief of negatief rïjn, dan lal de diagonaal Tan het 
panllslupipedmn , dat deze afstanden lot ribben heeB, -do rigling 
der as zijn waarvoor het moment een maximnm ia; teven* sal deze 
diagonaal de grootte van dit moment Toorstellea, terwijl hclielre 
in de poeilïcve rigling tracht te draaien, ala men die beweging 
uil het einde dier diagonaal besdiouwl, 

5. Het moment, ten opzigfe van eenige as, die met de 
coördinaten-assen hoeken p, q ea r maakt, ii da* 
L Cos. p + H Cos. 5 + N Cm. r, 

of G Cm.p + 1 Cm. 5 + ^ Coa. r} 

= G { Cm. c Cot.p + Coê. o' Cbs. 9 + Cot. 0* Coi. r} , 
dat is, den hoek lutichen dcie as en die van het moment-maxjmom, 
door i voorstellende, 

G Cm. 9. 

De momenten, ten opiigle van aïscn, die deniellden hoek ma- 
ken met dc aa van )iet moment-uiaiiinum , zijn dn* even groot^ 
wanneer men alioo deze laatste ng bescliouwt als de gemeenschap- 
pelijke as van een oneindig aintal rcglc kegel vlakten, die allen 
den oorsprong tot top hebben, dan rijn dc momenlen dezelfde 
voor alle besclirijveude lijnen, die lot lielzelfde kegcMak bciiooren, 
en duze momenten veranderen van het eene kcgelvlak tot het an- 
dere, ia deiGUÜe icdea oli do cuisuMn der halve lophoeken. 
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Voor eene ai, loodregt op die Tan het moment-ma ilm om, ü 
het moment — (6 Cos. A) = G Co$. ^jt =z 0. 

O, Om bet moment te bepalen, ten opdgte vaa eate at, die 
niet door den oonprong gaat, itellen wq de coördinaten vaa eeuig 
pnnt dier as s, , y, en 2,, en brengen vooreerBt door dit pont 
drie asMB eTenwijdig aan de coörd maten- a»en; om dan de mo- 
menten, ten opïigle Tan die auen, te verkrijgen, behoeft men 
alleca ia L, M en N de coSrdioateo der aangrijpingtponten met 
ïi ^'^ *i ^ verminderen} hierdoor ve^r^gt men, al> mea 
ia g/ategda momenten door L|, H| en te«ttelt„ 

M, =E J{(f — «1) £te.a — (y — *,) Cw^y} 
= ïJ {# Cot.»—'X Cw. y } — E.P (7m. « + * , S.P Coê. yf, 

= Ï.P {(«- T,)Cos.p~(3~y,) Co,. «} 
= S J {« ^— y — #1 S.P Co*.^ +yi S-P 

Haar £.P Coi. », CVm. 0, S.P Om. y iqa de «wmien 
der aoiaittdhnde krachten, die mai lerk^git door itdere Indtt 
ia andere flTCmnj^g- aan de coSnlmalao'aifeii te eotbinden; 
ali Hwn den wnaaara (n» ala gewoonl^k) door X) T en Z toop« 
■telt, du heeft men: 

L. = L - y.Z + *.Y,j 
M, = M — «,X + x,tX (C> 
N, =N — ï,Y-(-y,X.) 
waaruit men vooreerst liet: 

1°. dat L] , M, en N, ilandTadig en gel^k aan L, H en H 
blij«en, Toor elk punt der mimle, als men beellX=0,ï=0,Z^Oj 
dat is, ala do krachten van het ilelecl herleid kunnen «raden tot 
gel^ks doch tegeogeitelde en CTeawijdige krachten. 

2°. dat L], H] en itandTailig en gelijk aan I>, BI en R 
2ttl]en U^ven, Toor alle ponten der niimtef die Toldoca aan d» 
vergd^kÏDgGn 

j, Z — », T = 0, 
f, X — », Z = O, 
», T — <(, X = Oi 
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it dode êear Tergelijlïagcn ia lan de Iwce OTerigen afhaakelijk, 
en UaaAlgkelgk bebooies lij tot da rciulUDte tbd drie krachten 

gerigt «dgeni de drie coÜrJiaaten-asscD. 

Het inonMntiDaxiniurii cii ih rigiiii;; van deuél&u Tenoderea 
int niet aU men dea oonproag over de rigtiD|; tui die Ktidtanto 

S*>. dat L„ H, «B dezdfde wudeo udlea ved^^ion 
•11a poolen die <n^doeD san 

y,Z — = C(0Ditant), 

»,X — = C^, 

«,Y — y,X = C,, 
nkartaoenderriaadmli;^ landc twee uverrgcn afhaDLcIijk ïa. IKe 
TeigelijkiDgeo wijzen dan cciie regie lijn aan, BTeDiujdig met de 
geiqdct resultante, zoodat de mooien leg -maxima cenc lellde «aarde, 
en eTcuwIjdlgc attea zuIIcd hebben, toor al de ala eorapnia^ 
gekuiene pqnten eener lijn, «en«Ö^ ""^ ^ niollaate. 

7. Vcidcr vindt mjxi, lüt de vprgelijkingen (C), voor het mo- 

(t-y,Z+8,Y)»+(M-.«,S+*,Z)»+(N — ff,Y + y,X>'; 
de termen tnssclicn de haaltjes znlJen, wanneer , y, en 3> 
tteeda aangrocijcn, van den panlieTen (ot den ni^licven loealand, 
of nmgckccrd kunnen okcrj^uan, uilhoordo tan het nc^Ueve (eeken 
dat li] bevaltcnj zij zullen dua, «at hnane getallenwaarden aan- 
gaat, cent knnncQ aangrocijcn cq daarna arncmen, of omgcLccrd; 
daar G\ nit dc aom van hunne vierkanten beslaat, zal er Toar G\ 
Mei een minimum maar geen maximiun kannen zija. 0(n dat 
miqtuiQm te vinden, stelle men de dilTerenliaDl-qnoliënten vanGJ, 
ten opzigle tan elk der onafhankelijke verander! Ijken [i,, yijM^ 
elk in liet bijmndcr gelijk nul, ffaardnor men vcrlrijyl 

~(L-y,Z+a.ï)Z+(N-x,Y + yiX)X^O.i . (D) 
(i,_y.Z + a,Y)y_(M — 5,X + a:,Z)X = Ü,j 
YOur de ïcrgelijtinjjcn, waaruit de coÜrdinalea x,, cn *i gc- 
voiiiJcn worden van liet.jmnt, waarin nii'ü don oorsjimiij; miwl oïcr- 
lirengcn , opdat liet mqmcnt-inaximum , vour dc as die door dit 
poot gaal, em iMiuniiim. qj.. Uaac de deide deur ier([eiglü^m 
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ii (At da tvee maSge afliaiiLdijli ; want vermeDigtaUigt men do 
lo met X, de 2& -met T en de 3e met Z, dan geell de som 
der prodnotai eaie idcnlileil; zij belioorec dat tot eene ngte Itjnf 
en Toor elk pont deier lija zal het mamenl-mnimiimf onder al de 
nxanantèa-metïina Toor de Teracbillcode ponten der nnmte, een ml- 
bimnmz^ii, dat toot elk punt der lijn dcicUüe waarde zal ImUnii. Hi^ 
oh lum men inf^nil^ dc derde aamneiling in 11° 8 reedi opmalen, dat 
flets érenw^d^ tal i^n aan de aMaar aangsirtiea retollaBte') 
Marrn de grosUe R lM|»ald ia door R> = -f-'T* + Z>) 
maar men lal dit ook linden, alamen de Tergd^kingea (D) mdea 
keddd; do darde geeik na Tendtikking van ïaie termen - 
*l(ï»H.T«)U,y,TZ — ir,XZ + TL — XM=Oi 
of (H> — Z«) — y,TZ— *,XZ+ÏI— XM=0, 

en aoo gercn de beide orerigsa ■ ' 

y,R» = TX*iX+y,T-I- «,Z)4.eL — XN, 
«,R» = X(»,X + Sfjï 4-«iZ)+ ra— ZH; 

kiermt *indt men door benrtel^ki («^X + yiT + >tZ} UaOx^ 

twee denzin te cliièineeren > 



s? — 

Voor de heiiade Teigelijkingca da bedoelde lijn. 

UeD kan dezelve onder de volgende Tonnen brengen : 

alt /, M cn tt dc gom der elandvailigc termen in elke vergelijking 
TOorslcUcDi vergelijkt men hiur na met da ncgelijkin^ . Van 
cesc lijQ, die Imcken p, q eu r met de auen maakt, en dis 
geachreTcn kaïinen ^vorden ali volgt, 
^1 — =1 I f ari_.. Ji f!_4.« ' 

dan beell men 

CM.p: Cm. qi,Coê. r= X: T: 2. 



fi2 OTLOSSIKGKn 

<m da», nb A emia onbekciidGn stawlmtigeo bctor ToonteU^ 
Cat, p SS kS.. q = , CoÊ. r ^ è3., 

A» (X» + T*+Z»)=l, of AK»=:1, do. A = J, 

en Co». P ~ i 

<de hoclten p,q r zijn du daelfilg ali die mSka 4» tetolliple 
nWt de aisen maakt, «aaniit Uigkt dit de gengde Iga CTtnwqdif 
ik aan de reaaltatite. 

Als nun lerder bet Uoaile «odev de Bumentev^nisiina door 
K Tomtdt, du <riodt mm net behnlp nadeTei:gd^kiagEo(E), 

b. TOor LelidTC 

XL + YM + ZN 
X~ , 

de hodea die deszclfs as met de asten maakt, zijn bepaald door 

' * " K & R * 

Cw. p, = |, Ci». = |j 

deze U it doi erenccns evenwijdig aan de regaltanU, xoodat nit 
dit bUm mlgt> dat de lijn, die de pnntea bevat, waarvoor de 
momenten-maxima bet kleinile cijn, teven* de gemeeiucbappel^ke 
ns deiei momenten it. 

Deie ai, hierdoor op zalk eene merkvaardige vijie van de ove^ 
rige die haar omringeD ondencheiden, voidt dooi rotsroi ceKtnb 
aa der momenten (renoemd, eo deie benumng zal nog meer ge- 
wettigd vordeo, ala wij de Terdsre «gottthaj^ea taa die at ca- 
deooeken. 

8. Stutw besdionma detdve da aa dei' s 'na «en tSmw 
fcgthoekig atelad; omèd evenw^dig it aan daieMllante,beift 
mm in dit geral tooi de amemteÜendl» der restd tante 

X = 0, T = 0, Z = K, 
en oCB&lt-de hoeken, die de. ai van het momeBbmaumam m 
met de enen maakt, z^n 

c = 90^, o' =: 00" cn p'= O, 
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4i boc,(iie N". 4 en IP. 6) 

L = O, H =: O, N = G = K. 
Zodtt men nti bet nwmeiit-iiutliiuiai loor eenïgc at, gaande 
door Mn pmit, wumin a, fi en 0 da coSnlinaleD zi|n, dan heeft 
men iwm m t idt (Cj'D". 6 , tow de augeveiene waaiden , 
Li =; — iZ = — iR, 
= + <2 = 4- oR, 
Ki=-N=:-K, . . - ' 
vaanuda men toot dat moment vïndt 

llirtielte ia dm onafhapkelgt van de ocdinast e, Ut ia, atand* 
nattg vow. aDe poDlen *an eene dje ennw^g loopt aan 
da at dar s , en alleen, aflumkel^l van dea afilnid i') 
dezer lijn tot aan die af. 

Neemt men d» a* + abindTaitig;, dan sa! rtof 

eU punt van bet regie ciliDdcrrlak , waaTran de ai der x da as 
CD F = y{a* + de itraal ii, hrt maiiniDm-iiioniait der 
idfde «aarde hebbea. 

Das 15 de Ii|n, diC' men centrale as der momealoi gtsoemd 
beeft, de gemeenscliappclijke as Tan een oueindig aantal regte 
cirkelvormige cilindervlakken, zoodanig, dal voor alle punten op 
hetieirde cilindervlak gele^n , dc Diomentea-maiiina eren groot 
t^n, en dat desdve kleiner vorden n^rmate de stralen der d- 
Itnden afinmen, terwgl zi] een minimain zïjn *oor de aa selve. 

Neemt men een punt op een der cilinderTlakken , «aarfaa 
t = y^a* -f- b*) de straal ia, dan beett men toot de hodenf 
die de aa van bet momwfr-mas imm , gaande door <£t pimt, 'met 
da aiaen. nuakti 

Co$.e—' * — 



-\gJ k(K*+{«'+**)R')' 



Cea. e' -' ' ^ — 



'k'(R»+{<i>-i-fc')K')' 
TOor dezelfde vaarden van a en & zijn deze boeken standvastig^ 
tooda't de asien der momeoten-maiima , gaande door de verscbil- 
lende punten van eenige beschrijvenda Ign op een dlindenilak: 
«ndading efanwqdig (n dos in Ha pist lük gelegen e^D-, 
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Toot de Tergd^king Tan een deur ütea heeft men 'ab», h 
» O do csStdintai tob het punt op IM dlindervlak, 
Co$.e . 6R , . 

'-•=.«». ^(»-«> = -rC=-«)i 

= <'-') = T<'-'''' 

aii men uit deie Tergclijkingen , met bcbulp \an o* +i* = p% 
a en i verdrijd, dan lal men eene ve^elijUng Terlnjgen tnucheci 
isfy en 's, dië tot allé atsen beboort, welke door de Tcrschit- 
lende pnolcn van eënbn c&këlomtiU: géon, vieni vlak loodr^ is 
öp de centrale al der momenW, of erenw^dig nan het ^rlak, en 
die dna de vergel^king ul ^n nm het oppervlak dat door doii 
ituéa gevormd vordt. 

Telt mcQ daarloè de TiérkaDIeD 'vm de twee centc vergdijkii^en 
1)^ elkander, dan hccd men 

-,(.—)■+(,-;.)■=(»■ 

bf üi Banmerkiog dcidcdiIu dat -f- = ia en dat uit ^ 
denïe TergelijlinB volgt -}- iy = p* 

f'H' , t. 
«'+»'— |i' = ^ (« — o)'i 

velke Tei^cjijking cene oanrentclingihyperboltnde Sanivigst, tootI- 
gebragt door de hypetboo) , waarron p de bcitaaabare aa ii , om de 

onbcalaanbiire ^ te doen rondwentelen: 



Wanneer o verandert, dal i«, wanneer men den cirkel over hel 
irïlindOTlak evenw^dijj aan lichietven verplaatst, bl^'veu de omwen- 
tdnigihypei4)0l<Hdeo gelijk en gelijkvormig , maar zij worden toet 
dien cirkel verplaatst, zoodaoig dat deze altijd de heel dier opper- 
vlakken 1ilij(t. 

8. Bij de mcclkunEli^'c bescliouning vaa de bijzonderheden 
offlticnt de momenten , vcrondcratellen wij dal de theorie derkop< 
pel* Ixjwnd xg; men tindt deidve bceedvoer^ oatrnkidd in d> 
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Jilement da SttOiquSf par l, roiHiot en ia de Stattea na dot 
Heer i. r. piLnuT. 

Waoneer eeaige krachten op een lamengtel van ponten vrerken, 
dan voeden lij herleid tot drie Irachlen 'X, T en Z, lolgens 
■ekere aangenomen coördinaten-aiaen , en tot drie koppels loodregt 
<}p dk deief euenj ia b. t. P eene kracht, waarrac x, y m m 
de coördinaten lan bet aMgrijpSDgapant en tt^ 0 en y de ho^es 
i§a, dia 'iq met de aiaen maakt , dan zija 

P (y Co*. 7 — s Co3. P), 
P (e Coi. a — k Cm. y), 
P {x Cos. |3 — y Co». «) 
de drie koppela, loodreQl op do anen, die deie kracht Dplererl^ 
«□ de aom vaa al de koppels , loodregt op ds aa der s^'u du 

L = E.P (y Cos. r — * Cot. 0), 
■ijnde dit dezelfde aitcIruEkiog als die , welke gevonden if nOl 
het moment na die krachten, ten opzïgle van deie a*. 

de cBtnautdlbg der koppeli volgt men denieliden ab 
Iq de ameattelling der krachten, ilcllende daartoe de koppeli 
voor, iom aan deiehe cTcnredige lijnen, vaamn de riglingca 
loodregt iqa op de «lakken der koppela, en loodanig, dat lij uit 
lieE nileinde deier lijnen beachoovd lijnde^ allen in deidrde rif 
tiog trachten te draaijen. Deze lijnen, wier rigtingen orerem- 
komen nwt de rigtlagen na de aaaen der momenlen, noemt mea 
da uMs deur koppeli cd of den Mm wit na de theorie vn 
de umenilelling der knehlen toqpput. 

10. Wil men nn het moment bepalsD «oer «en%e u, dia 
docff den ponpiong nn do eodrd)nalai<a«en gaat, dra lodt vm 
de som der lu^ipela loodregt op dïe u, door eent de kof^wb 
loodregt op de coördinaten -anea te beplen , de» lot een reaoll^ 
rend koppel ie herleiden, en dit dan «ederom te ontbinden in een 
koppel , loodregt op de gege* ene aa , en tn een koppel , vaarran 
het ilak door die as gaat, &ls men ran den oonpraoi; af op de 
Godrdinaten-anen slokken oilzet, evenredig aan de grootheden L, 
U en N, en in zulk eene rigtiog, dat de koppel*, in den oof- 
aprong gesteld en uit het nileinde d«er lijnen beschoawd, in de. 
zelfde riglbgen trachten te draaïjen, dan geelt de diagonaal lan 
het parallelopipedunt, dat deie lijnen tot ribben heefl, de rigting 
dei as en de grootte Tan het resnlterend koppel, aa dit koppel 
Dl DfeU| .n* Sm. £ 



m 
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iomt oTCKen met het momenl-mHtioiim G:=|'^* + H* + M*); 
onlbinilt men lietielve ïd een koppel, loodregt op ecoe lijn, die 
eenen hoek 6 met daülh a* maakt, es ia een koppel, waarTan 
het *Iak door die as (;aat, dan is het eerügenoemcte ^ijk aan 
G Co», i tn onariiauLclijk ysn de riglinj; van (leueirg ag, zoo 
laDg S alandtatlig blijn. Noemt men de hoeken, die de aa nn 
het koppel G met de anen maakt, o, o' en c', loodat men beeft 
L _ . M „ , N 
Coi, O = Cm. ff = ^ , Co», c' = ^, 

en die , «elke de ^gevene lijn met do oHcn maakt , p, q ea 
dan ii CoiJ=:Co».eCoi.p + €oa,c' Cot.q+Cos.c'Cos.r, 
daa G Cm. I = G Cm. c CM.p+ G Cm.c' Coi.q-i-G Cot. o' Cos. r, 
of G CW. * =z L Cm. ƒ! + M Co*. 9 -f- N Cos. r; 

dit komt oveneii met bet in a°, 3 en n°. 5 gevondene. 

12. Wil men verder het moment-maximnm en dcMeift at be- 
palen Toor een villekenrig gegeten pnnt, dan brengt men de re- 
aallanlc nn het ttelael, R = + V' in het gegeven 

pont over, door aldaar tvcc jjelijLc doi-)i le|;engetrelde krachten 
aan te brengen ; er ontet.ial don een nieuw koppel , waaraan de 
re»ultanlc de kmchl, cn de afaland, waarop men haar verplaatst 
heeft , de arm is ; dit koppel met het reeds bcBtaande lamenslel- 
lende, verkrijgt men het rcinlterend koppel, overeenkomende met 
het raoment-maximmn toot dat pnot, en dé door bet bedodde 
pnnt gaande ai van bet koppel ia lefcna de rigting deraa ran bet 
moment. 

Ala men heeft X = 0,T = 0, Z = 0, daniaodkS = 0 
en dna bet bij te voeden koppel nnl, omdat devdb kraditm 
gelijk nnl djn. Ia R niet gelijk onl, maar vei|Jaatat raen dot 
oora pr t ai g de >^ng no dan ia het b^geio^e lof^ milt 
omdat deatelft um vodw^nt; in den genllen terandeit het 
tDomentrmazImnm nïet , aoo als ooi in ifi. 6 ■%eleid ia nit de ' 
Tergelijkingen (C). Ook volgt hiernït, dat bet itienva koppel of 
hel moment-ma li mnm hclzellde blijfl «oor allepantCQ, £e gddgtt 
lijn op eeoe lijn evenwijdig aas de resnlbnite. 

18. Veroodentel na dat AG (Fig. 14) de grootte co de i%l{ng 
der u Tan bet retnlterend koppel , loodanig, dat dit uit G 
beaobomd «ordende, in de poaitieTe rigting draait, en AR do 
ligtïng'tn grootte der retidlante R; door deadrc in het pont 
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•f is «n% pnt dar l^a GD Awf B- cfom^ M hmi itgO^ 
(■ImUcttiy over te bitogAif moat mm bst knpfiri ft-anenitBHin 
■Mt drt, varna B de' knAt aa AE IdeftMgt- «p ^ en CD d* 
m i*i brmgt noo'dBaMaa door AE «eiL dil: MF iMingt 'typ 
Afi af flp hBt>lak JUEC nh l« k«|^ (B, AE), ntt^ oM 
io dit Tltk, AF loodngt np AB, dan {« AF de ffgHng darat «u 
1m( laalate lofqpd, 'narvm de grooM nhgedniH vordl door 
AE X R; Iial«dt bw-J» «A bat loppel-fi tof de bmSa B« 
«■ardoór AG gal^k aa» diiD'arai mi dU luippd ««(dl, dn faal 
BMD^bm ds graolto nabetfa^pM^AB) «w Ie itellm ,iP= AB 
namen; en vollont men dan bet pandldegram «p A.G en UF, toa 
it de diagDaaal AH, voor dk'pmrt mi CD, de gnwfle van bet 
moment-maiimam ; tenrijl AH teveat evenwijdig aan de aieo 
l^k «an den arm van dat mom ent-ma i imam i». 

Laat men AF itandvaftig, dat ie, verplaatst men de resallanW 
op denzdfden sfgland ereowijdi^ aan lich lelve, dan zal AS det 
tfl kleiner vorden, naarmate ^ GAF grootcr ii; last men het 
vlak RAEC om RA rondwentelen, dan lal AF, tieedt loodregt op 
dit vlak blijvende, een en cirkel doorloopen , en /_GkV lal het 
grootsle zijn als AF op AF', dat ii, op hel verlengde der pnijéctfe 
Al van AG op het vlak EkFvalt; «ani dan ia ^UAI de hod dieit 
AG met dit vlak maakt eii dat het minimam van /_GAP,(enr^l 
daardoor Z.GiF' =180" — Z_GAI het masimam van ^GAF wordt, 

AE i« ia den stand AE' loodregt op AI en op het ilak 
van AR en AG gekomen; vanneer men alroo db remihante op 
gelijke afjtanden maar in «■iIkLc;uri|;e riglingen AE' veiplaatit^ 
dan xal na die verpIaalBitij; liet rcsEiltcrcnd koppel of bet moment- 
maiimam het kleinste lija, a!s die rigtlng AE' loodregt ii ophet 
ilak .van de resultante cn van de as van het retdi bettaande 
•idterend koppel. 

JKeerat men nu AF' =: AF, trcAt MEti nit G eaie lijn efeo^ 
wqdig-aan:^' ea nft.F' de lija F'A evenwijdig aan Afi,'cbii w 
^degnotfe van dit kleinste maximamen van dendGi arm, ftnrdeo* 
■elfden afttand AE'; voor tHe ^aatdea *an AF CS Afl' MiJR dli 
evenwijdige lijn door G getrokkaa denltie , «Uaen m^aaM lii^ 
¥%■ men lal dat AF' zoodanig Inntien iinm, dal bel pont X 
op de rigtiog AH vali; tidAeöde daartoe emTondij nit bet ao^ 
pint L de % UI eraovQdifMi Afi, dn ia AH^ vtanb 
£ 2 
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ma, AF'; mimi» hLi» gmotto imte kletiute iiHdmimi,iianiaï 
Ip^ AL it do bogle no d«o arm en R de Indt nn bBtnh^ 
nunr AL. ds korltte aJjtaiid z^nde van A (dt GK, b doi leren» 

het miniBOtim onder d ie kldaite mtiima , en men beboef t sn • 
llediti^ op de ]qn KB.', AN ~ AIS te nemeD, om het pEmt Pi Is 
b^letii «urdoor de reinltante TerpIsalU moet worden. 

13. Hui verkrijgt bImo het kleinste reraltcrend koppel , otci> 
eenkomeode met het moment-maiimnm-miDimum , ala mSB da 
reaaltanle Eoodaoïg terplealit, dal na die lerplulting de m Taa 
lut koppel op de i^ling der rerallante Tall, oF, dat de reaollanto 
loodvqt itaat op het ilak van het koppel. 
' Deo hoek tnndten AB. en AG $ noemende , heed mea 

= iÏG • 

en ia de fignui ii AL =:: AG Coi. <P , 

dtALftoo aU in de vooqaande heicbo««iDgen door K toontelUode, 

Z = Q Cos. <P, V 

int u R = i 

«rder i> AG'=AL»+-AM» of G» = R>+p»R», . . . (A) 
«aarail voor /t = AN oF den argland, wur^ de nndtanta wr- 
plaalit moeten «orden , volgt , 

/G> £»\ 

hetgeeooTereenttemmenialmethetinn" 12 geTondene, indien inn 

opmerkt dat ^ ™ g ^ lengten van de armen der koj^idt G 

m K voorKdleo , ali tot de kracht R njn herleid. 
. De leadtaole ia nn door N gcbnigt, en voor elk pnnt der lijn 
door dil pont evenvijdig aan hare rigting getrokken , i« het rcanl- 
tenmd. koppel eea velatrekt minimom, «earian S. de waarde ii. 

De .Teijelijkbg (A) toont hij ontkeering aan , dat , wanneer men 
na de teaolbale uit N «ederom naar eenig ander pont A verplaaUt, 
het reaal (erend koppel na die veijilaalaing alleen afhankelijk ta van 
P of van den .a&tand WMUop R wordt wplaalit, en onafbankel^ 

Tan de i^luig mrin ditgeaclüedt; terwijl Caa, ^ = ^unw^ 

dat dendh u ateadi dennUdaa hodt met da nanllante aal makoi. 



Voor alle punicn, die op een regt cirkel tormis cïliudcHak ge* 
legen zijD , waarrao de lijn duor N evenwijdig a»D de KiDltmta 
getroLken , de ai i«, lulIen de reaullerende koppel» ol de nx^ienteii-- 
muia» eraa groot tijn; voor ds punten, die op etce tdide be- 
■duqTeode Hja van ïea cilinder gelegeq x^, hopm hmm una 
eTen<i^dig eo vormen ilioo een plat vlak, tn vwn de pnnlen, 
gd^ren op eene uHde loodn^e of (MeliomigB dooMMds, mIm 
dennUdea luwk met de- u van den dliadw es mnuB fln 
hmtae ligtinjen eene omtmtleliDgt-hyperbcihnde , .«Mrm>-'d« u 
Tu dep ciÜnder de omwcnleliBgMS ïi, terwijl de drkelfonnip 
dtwviedB.de tpppea der hfpeilielcn beMt. 

Deu eigamchappen der «>, waarvoor bet- monienHnutaaam eed 
miniiDom is , hebben aan roiHSOT aauldding gegcTcn om deielve 
centrale at der momcDfcn Ie noemcD, Be vergelijking van Fig, 14 
net Fig. 15 lal dc ooriaak der b^tooderc eigenschap vao db 
ccnlrule' as der' (noiiicnten nog meer oplieldcren; lij AL (Fig. 15) 
die au en Icveus de rigling der regullanle-, doB.IoodreQt- op bet vlak 
PQ van het koppel; aU men K uit 1 in £ overbrcni'l, dan ia AF 
lotxIregE op. AE de v van het □ieaa' onlsiaande kopjiely bd doorden 
rcglhoek op AF en AL te Tolluoijen, ul men de at van het re- 
sulterend koppel' linden, voor elL pont der. lijn uil £ evenwijdig 
aaa AL j^clroklcn; maar laat men du het vlak LAE rondwentelen 
om AL, dan lilijll de regthoek «leeds dezelfde, du» ook de grootte 
ca de riglitij; vnn dcueirs diagonaal, hetgeen in Eig. 14 met bel 
P^rall^tugram GAHI , aU meo hiec ook bel vlak van bat- ksppel 
om de rrsult.inli; doel omwentelen, niet plaats knu bt:libcn , om-i 
dat de Iiuek GAF ieder oogcnhlik .verandert. 

14, Om nu verder, nng eens analyliecli da. rigliog der eentrule 
at uit bel gevondene (.e bepalen., eo .daardoor de oTerecnetetninia^ 
met de vooriiljpaDde analytische beschouwingen aan le loonca, 
■tellen wij^ ten opitgle van het coördipatcutlclsel , woAEVao ; 
(F^.'l'Q' de oorsprODg is, de coordiDatcn van het punt K 'Ax». 
dooi a, i en c, dan is i .. i'- "> 

: AN' = a.' +.4* -t- c» =; ii ■ 
de hoeken, die p of AN met de auen n»akl, u, « eo w^dieraa. 
AH met- de aasen as, $ in 'y, en dte VM IG toef 'de ï^a^'^ 
m ta n noemende, heelï-men veoréenl:, 
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CW. M = Cot. • — - , Cos. W = ~j 

F P P 

C». a=j, Ci». e=j, Coi.y = -, 

O». I 0».»i = g, Cu. ii=:g, 

« ondM f loDdrcgt i> ep AK «O A6, 
OW, N « 4- Ci». « Ciw. J3 + w r = O, 
CW. u Ceê, t + Cog, • Cot.m + Cm, w CW, * = 0^ 

■r + H + I.Z = O, . . . . . . (1) 

iL + iM -H cN = O (Z> 

ttrV^ nn BOg uit (&) ran b°, 13 heefl, 



.1 .' + i'+c'= °' "' ; (3) 

door da veqjelijkitiQeu (I), (2) en {3) zija slzoo de coöidinlen 
leu een pant der centrale a« bcLend, ca Jeze lija STeDM^fig 
bapauda aaa de letoltante, zoo lijn htre Tergelijliogen 

# — • _ y ■ — b ■ — 0 

£W. ■ "~ Coê, p 'öM.y'' 

^ = '-^=^"' « 

nllen hieruit die tergelijLingen bcrleiden lol den vorm waar- 
taht li] ÏQ n°. 7 iDOrkomcn. Door a en & nit (1) en (2) te 
cHmineereD , lieert men ' 
a (SM — YL) 4- e (ZM — TN) =: O, 
A (XM — ÏL) + c (XN — ZL) = O, 
nrit de waudm nti s en £ in (3) oTerbrengeude, komt sr 



|j«((XM.YL)'+(XN-ZL)>+^M-TH)')=:^^*(XM-TL)»(..C5). 
IDMr men beeft 

j;(i.'+«'fi''l-S't'ti'«i'tz'ii'+ginan-2xzmt2izHii) 

_L'(Y^^J!'>m^(ï^^■Z'>fN■p^.■^■T■>^nLM+XZ^«+T^llll) 
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of Gi,-K» = 
WBardoor (5) verandert ia 



TiR ?RlJfTBA«IIIf 

— ÏL)' +(XI!t— ZL)'+(ZM— YM)* 





R' ' 


± 


m — YL 


K> ' 


± 


Zt. — XH 


R" ' 


± 


TN — ZM 



om na hier Ie bepalen welt (cckea men moei iicicn , merlea 
vij op dat de bock , luuclicn dc auea. van ttct oortpronkel^k kop- 
pel ea Tan het door de Tcrplaaliis^ ontilaaode koppel ia 
alle gevallen stomp dient Ie zïja, «aot de as van het retullereod 
lioppel op H moeiende vallen, dient R binDco dlca boek gclegea 
te lijn, lerwijl bovendien R loodregt ii op de ai ven pf\. 

Neemt men nn in aanmerkiag, dat, na 'de verplaatsing der re- 
■nlUnle de umenitelleadB Icoppeli van het koppel pR. lenig ge- 
vonden loIlcn «orden, ali men de kracht, die door tf (Pig. 14) 
t^engesteld i( aan de rtinlUnle weder in den ooripron^ (eruf; 
brengt, dan vmdt men uil de fbimoleo in n°. 9 opgegeven, door 
ia dezelve te steileit 

P = B, C«. . = - |, O,.. ? = - j, =-|,. 

m^a, y b, « = c, voor de zamenilelleiide koppel* van f)B^ . 

— (iZ — oï), — (cX — oZ) en — (oY — iX), 
en dtu voor de coibiutten der hoelien, die de a* «an jiR. mtt da' 

iZ — eT oX — ' aZ at — ftf 

~ j>lv' ■ 

de aa Tan liel koppel G maalt met de auen ioelieu, «airran de. 
l M K 
G' G ™ G' 

doe U de coiioni van den hneï, tusaclicn beide eesen, 

L (M — cï) + M (eX — gZ) + » (aT — tl) 

,R6 '• , 

E i 
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_ g QfS — 2«) 4- A (ZL — XN) + a (XM — TL) 

^RG ' ■ 

«B bierio de «utden van a, i en c oTci^rengnido, 

± (YH — ZM)'. ± (ZL - XJi)» ± (SM — TL)' 
pR'G ' 
dcte nitdrnUing moe^, bib, dc eotinu». van cenen ttompm hofk 
Ie luQuen zija, voor alle vaardeu iliT iluarin voorkomcadc groot- 
heden, negatief vezen j uien zal dat, dusr de nofiner allijd jiom' 
tief i( en de teller uit de pnsiliFvc of □cjjalicve toen van tweede 
magtcu begaat, bel boveosie tccLcn van die lermen moeleo dc- 
men, alioo ook van a, b en c de buienale lei^kcna; brengt mett 
dtn dcBe waarden io de tergel ij kin gen ^4) oTer, da» lal- men 
derda '^ergdgkÏDg na u", 7 verkrijgen , door de Imladiiis na. 
g ~~ a _y — b 
~X~ " — f~' 
TN — ZM 



» — - 



ijnapooe, men acblervolgens Iieeft , 

arjliY — Y (YN — ZM) = yR'X — X (ZL — XH), 
R» (yX — *YX= X (ZL — XH) — Y {^YN — ZM). 

:= XiL + TZH — Tt (X* + Y») ' 
= Z (XL -H YU + ZR) — Na*. 

cn eindelijk 



N - 



en zoo Dok zal de ecnte en tweede van de vergelijkingen in n°, 7 
lerog guvoadeo worden. 

\5, Wil men nn de c^ntratc ai der momenlen voor een ge- 
geven ttclsel van kracblcn bepalen , dan kan men van de aange- 
«eien vergelijkingen gcljiuik maken, (laarloe de vereigclue groot- 
beden berekenende; men zal Iiictvan een voorbeeld kunnen vinden 
in de Statica van i, r, dslput, §, 139 en § 140, die aUaw 
voor een itelael van, krachten, welke gelijkmatig over eene Klm^ 
lijn Terdceld en wier veranderlijke rigtingen voor elk pont beputd 
lijn , het kleinde koppel en tevcni den ituuï do: reefdMule b»- 
fiult, ofwocDkoaende met de ceotnle u der momenieai 
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(tillen durom dia lieielainiigea hier niet hcrliaten, maar het g» 
rood ene emirent de momedtai in hel lort le tarnen brengen. 

1°. Alt men do. (Mmmcn der) momenten, ten opzigle van 
drio Mgthoelngo uwd berekent , \»o men ait detelfe het mcunent 
bqmlea> tso optigte nn ecnige lijn , die door den oonjmng guf, 
sdien dt horten htkcnd xïjn , die deie lijn met de uien mukt 
Kt nument Tenndert niet ali men dia u PTCnw^ig au hur 
siItb, en den oonprong verplaatst <^ eoie I^n erenwqdig aan de 
Hiullute; breDgt men aboo een vlak loodregt op hare rigting en 
badionwt men alteen de ponten der rnimte in dit vlah gelqrn, 
dn nUen de l^ionderbtdea omtrent de nwmenlen , ten tnpagle 
vaa «aen die daar deze ponten gaan, goneen i^n aan aNe pm^ 
tan der I^nen, die tg hoduijoen ab men het vlak ermwijdig 
an deh nhen xeipleatit, awdanig dat do reialtanie het aleeda 
in hetieUda post bl^ft doonn^dan. 

Onder al de atten , die eOuoder in eenig pont vto het 
vitk inijden , ondenoheidt lich die, vaarroor de «om der momen- 
ten een maiimoin t>, en voor alle auen die dcnzeKdeo hoek 
maken, met dio van bet moment-mBiimam , liju de momenten 
gelijk i de aa van liet moment-inaxininm ia dus de gcmeeiuchap- 
pclijke aa van een oneindig groot aantal regie cirkelvormige kegel- 
vlakken, loodanig, dat Toor alle betchrijTende lijnen, op hetieliUe 
ki^hlak gelegen, de momenten gelijk v^, en van bet eene 
kcgelvlak lot het andere veranderen in deiel^e reden al| de o»* 
sinawen der HajTe lo])lipekca, 

3°. Onder al de aweo der moaKnten-maiima.» voor da veih 
«chillende panten van het vlak > it wederom die merkwaardig , 
«aaryooT hel momenl-matimuro eea minimum ia; hare rigliog ii 
loodregt op het vlak of evenwijdig aan de retultanie; zij kan be- 
schouwd warden als de gcmtentcbappelijke as van een oneindig 
groot aantal regio cirkelvormige cilindervlakken , zoodanig , dat 
voor alle punten van hcticltilc ciliudorTlab de mornrnlcu-maxima 
even groot zijn; neeml men de imnleii in de cirLclvorinigc door- 
snede tau hel vlak met dea cilinder, dan Tonneu deic awen eene 
omtoenteliiigi-hjpeHwhüde met dén bUd, waarvan de gezegde u 
da omwenlelingi-as is, 

■ 4°. Verplaatst nuo aa bet vlak zoodanig als aAogewei^n is, 
■nnwijdig aan vch xalvtii , dan bleven tok al de potien dac 
E 6 
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lijneo, die door de verachil lende paolea na hel vlaL bnchrevea 
worden, de momeD ten-maxima eten gnxit, en hunne uien eren- 
wij dij; , zoodat lij ia een plat tlak gelegen maar onder al dns 
swen ii dut die, «elke Igodi^ op het ibL atBRt^ de een^t ^ 
■laBdTulig detelUe b]^, en i«n «Ue anea^ die ten opngle van 
IiaBZ eenen «Tmelrieken eland hebben, njn de roomiBten erm flWOt; 
het il doe aa, die men door de benaming van oenirmie at, TM. 
de oteiïge heeft ondcrcc heiden. 

VBiAGSTDK F. 
Een f^tkodtig panBalopiptAÊm , w» eme owral «mm 
tkf, 'dr^ op het»ateri,de Im^tU ri^m hopen mmo^dig 
met im w al e npi ^et, e» «b doormede, Icetlr^iep de laÏÊgtla 
ribbe» gettomem, ü.eett vieHuuU, Jbit vnu^: leetkew mvhed 
kef eoarUlgk gemff der etof, waaniü dit pamUekpipedm» fc- 
rioot, moet Atbben op den sland, waarin ketteive drgmt ml; 
lm einde daarmt todUgt de gemaakte opmerking Ie eerUa- 
ren, dat eiken ballen gemoonlgk met eene platte aijde mwbmen- 
gekeerd drgten , ierwyl értjcende dentim balken geteomdyk ten 
der aekerpe kanten naar boven keeren. 

OPLOSSIIïG. 

1. Wanneer een ligchaam , dat in cene vlociatof dl^d, nït det- 
leKi ooraprofrkelijken oland gcbragt ca daarna aan lich lehen orer- 
gelaten n'irdt, dan kan men om de beveging van dit ligchaam na 
te gaan de voortgaande beveging van bet zwaartepunt beicboairen, 
even ab o( de gekecle ma«ta van het ligcbaam , en de brachten die 
op hetielve werken,* in dat pnnt voeenïgd waren; en de rond- 
draujende beweging om emige aa door hel iwaartepnut gtlnAken,' 
heeft op deidfile w^i c plaati ah of dat pont en dto aa «BveipIaBli- 
baar waim. 

Als men nu voor eenigen «tand bevindt , dot de beide bcw^n- 
gen van het ligchaam , wanneer hetzelve zeer weinig uil dien tiand 
gebragt wordt, bcjlaan zonden in kleine heen- en wcer]^nndc «chom- 
meliogen, dan zal liet evmwigt in dien ifand vast lijn. 

2. Om hier de vergelijkingen voor de dubbele bewoging Ic ont- 
wikkelen, herinneren wij aan het volgende. AU K eene standvattige 
kndit no^telt , die roottdnrend op de uuiu H walt, dan b* 
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de ««nDeDing G door die Lraelit nxnigabngt , bepuld dooc de 
K 

fbrmule G ~ ^ dat iisU Ken U ia ponden iqn aitgednikt en; 

de UDgne^ing du uelh^ Toonbslt, die een lichaam , dit Tecti* 
cul naar beneden Tolt, in eenfl lecoadé mb^gt , dan xal G da 
MMnellin; die de iraohl X in deien t^d aan de aum H 
nédedeelt j ia melus nitgedrakt 'u g ~ 9,812. . . . 

Omgekeerd vdgt oit die Jbmale, K = ~ M; bovendien bedt 

men nog, mnneer gV ie oneindig kleine aangroeijbg; der ndheid 
T ii, in den onuwliff kldoen 1^ it, 

TerJer maken wij gebraik van bet grondbeginsel van d'Aio* 
mi ; wanneer namdijk eenige krachten ToortdureoiJ op een lamen* 
ilel TUI nut elkander Terbondene punten werken , loodaaig , dat dïe 
punten, ia dies ig geheel thj wgn, xiob in zekere riglingen met 
- lekere ndheden tonden bewegen , dan al deie I>eweging door bet 
veiliand der ponten pw^gd «otden, en de beweging die war- 
Iwlijk ontrtaat toot ^ poot, kan toq|eKh»*en werden, au krach- 
ten TertdüUende lan die, welke qp bet ninenilel weiken, zoodat 
een gedeelte dezer knohtea geenen intloed heeft op de beweging en 
du Tsitoen gaat ; nigeoM het geaegda gnndbeginiel moet er na 
tgdene den gebedm dnnr der beweging erenwigt lijn ttuaehen da 
ondndïg kleine Imchlen» die ïn elk ondndig Urin tgddeel Tet^ 
loren gaan. 

Stelles dan dat op dk pont im een Iigchaam,dat om eene 
al kan draaijen, eene kracht werkt, waarvan X, T en Z de zamen- 
Btellenden erenwijd^ aan de GoSrdinaten-atKn ; indien s,ycns 
de coördinaten lijn van lolk een pont, dan zijn de lamenstel- 
lendeo der verkregeue melheid, op zeker oogeablik der beweging, 

_ _ x^ — ~- 
3t ' Ut JSt ' it gt ' 
de vennelIingcD der krachten, dia den aangroeijingen hebben 



t ^G = ^ dut 
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cn fatjgiivulg de traclilcn — — lelveo, aiuftrt de mtstë. 
jxa bel puot voorelclt, 

8,ët' ' S ff 
«ij hebben das tonr ilc z.niiciislclIi'nJea der verloreae tracht tooc 
£t puD(, in hel oueindig ttciue lijddeel tt, 

X-l|!^ï«. Y-it4^«, Z-i^-ï?«, 

cn «oorljelijke uitdniLliiDgen hpefl men ook loor al de OTerige 

ponten. 

[ndicD nu dc ae der x de draaijlngt-ai i* , dan poelen , 
ïolgfns liet opgegeven groDdbeginiel , de «nnmen der mo- 
menten van de krachten toodregt o\i deze at , namelijlc van 

waafdoor me» Terlirijgl , 

en wearnit Llaarhlijlclijk volgt , 

evcDZDo ral men vinden, toor de ronddraoijcodo beweging om da 
awen der y en der a, 

->-('S-'s?) = -c^-»'"-;-''> 

Nsemt men verder de rigfiDgcn dar pqsilïeve ansen loodanig aan. 
alaiiiFij. 16 ia aangewezen (de poaitieve rijjliny dtr z as.ïaaboTpi, 
naar onderen), en BteH men dal de ronddnaïjende bewegingen, om de 
a»eD plaats liebben in de rïgliagen zij , cn yx , dau beweegt 
licli cenig pual , tvnarran M' de prDjccIic is op het yzilak, 
om de aa der in centn ciikc! cïcnwijdig aan dien, waarvan^ 
OM' = = «"i de straat ia, in de rigtbg der raal- 

llia U'Pj lij, op zeker oo^b^k, d« ho^knelheid om. ds ud»- 



TlStfllItTllfilR. 77 

B, dan i( r,to, de meiheid' van het punt BI; Deemt men 
Mt '"iM't, cn ontbindt mea detehe ia do snelhedKn M'I" en 
W.V DTenTÏjdjg aaQ-de aitea der y en der i, dan ia klaarblïj- 

Wijk lf = Hr-?i=-MT-, 

au mr=W=tLV Sn-tHS-s^UVSIn jOÜ', 
UT* =: UT C». Plil'= H'P Cu. lOH', 

rf.omdil <;i».jOM' = ^^T=i«iSi«.lOBI'=:^=iii, 

Uiu f j \}SL fl 

?y ifs 

y — « ^ — — (y* + «*) Wi = — r\w, , 

Ut differentiërende, in aanmerking nemende dat TOOT bet bier be- 
•ehontrdo pont r, ilandvaslig is, lirqgt pieo 

ijs , ïw. 

' jfi» ' gt* ~" Si' 
Stelt men veider den hoek , die tn xeler oogenbliL der beweging 
b^repra ii taascben het xy^ïal. en «n y\ak. door de u der «, 
dat bij het begin der beweging óp bet s^vbik hg, gerekend inde 
rigting der beweging, namelijk IjjOj' = t^, ïm ia debodbnel- 
bdd op dit oogenblik bepaald door 

TT' 

dus = ^, 

SI ii' • 

lookt de Toei^inde vergelijking orei^t in 
?'» ^1* _ _ ■ 

en dit in de Tergelijliing (I) oferbrcagende, veriu^gt nMD 

\^{-'''W'") = ''-'^-''^- 

'«f daar hier toor al de ponten van bet ligchaim detelflè ii) 
J.^ £.('!»») = -ï.(ïZ-.T), 
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wanneer en 9, toor de asien der y en der a hetielfde voor- 
al ellen wat 9, voorde» der ir Toorstcit, nsmclijk de hoeken 
die vlatken, welke oorspronkelijk op dc en ysthilea gc]egca 
waren , om die auca betchrefcn hebben op hel oogenblik dnt hïet 
de bcwc^ng betclionwd wordt, verkrijgt men op deielHe vïjse, 
TOOr-de d ra a ij curie beweging om die aneo, 

£.i^S.(;F'-f-»»):fm=-E^BX — arZ),. . . (6) 

i.il^2.{^'+y»)a(»=-Z.(*T-.yX). . .(6) 

Indien er alleen verticale krachten op het ligchum werken , zoo 
ah onder lekete omitandigheden bij een drijvend ligchM^ pkalt 
heeft, dan moet men in (4), (5) cn (6) X=0 es T=0 Mdba, 
vurdoor deze ve^elijkingea ovei^ssa in: 

y^^'fs' +•')"=— ■ ■ • • p) 

j. ~f +.-)im = + ZjZ. . . . (8) 

y + ,')S»=0 . .... .(9). 

3, Stel dat Tig, 17 den atond Toorttelt van een ligcbaam^ 
oorspronkelijk loodaoig in de vloeialof geplaatat, dat AB de horiioa- 
tale doortnede tnet den waterap^el en de lijn Z'E' in den verti- 
calen (tand ZE was, terwijl in deze verticaal de zwaartepnoten Z en 
D van bet ligcbaam en van de verplaatate vloeiitot gelegen waren , 
en Hel dat het ligcbaun nit dien (tand gebragt is door het zwaar* 
tepnnt Z op eenen «er Uetnrai nritoDd ZZ' naar beneden le bren- 
gen» teveo» au do 1^ 7£ eene xeer geringe belling gevende, 
mnrdoor na A'B' de doortnede ibet den wateripisgel en nagenoeg 
CC' = ZZ' mitd^ «b men eens ner Ueine grootheid van de tweede 
orde Terwmdooct. Het iwwriepnnt nn de oorapronkelijk vec^ 
ibal^iloeMtarTdt .nnnD'ioadanig, dat Z'D' = ZD ii. Std 
Ttrder in Z' de oofsprong via een ■uenttdid toodraigj dat het 
jn en het yxvlak beiden verticaal nja ea bet ligchaam ïn den oor- 
^ronkdijkm stand in twee lymetrieke deden verdeelen, lerwql 
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tDen dit dan ook nog za] ïxmaea onDnemen na de teer lleiae 
verplaatsing van bet ligcliaam , en zij de pmltiete rigliog der «» . 
«ren ali ia ¥ig IB, vaa boten naar onderen. De geringe helling 
4et Iqn Z'fi'* tal men na knniwn bepalen door de teer Ueine 
boeken, die tij om tili ier enen beeehraren beeÜ, om nït den 
stind ZE in dni «Und Z'E' te IcomeD} dexe bnekea lerki^gt mm 
door vlakleen to-bnagtn door Z!B' en- elk der Mten; n» fi, ifo 
fig. IS, muin Z'E' to do oüin sit Kg. 17 tgn oreigeteekend , 
de boek om de BI dw « betohreren, bepaald door den 'boek die 
bet vlak sZ'D* maakt met bet «nialt; doch daar de Rgtinj der 
Iww^i^ om do al der x van x naar y gaat ia doA faoek n^- 
tief; de boeken om de aasen der y en der a bcacbreven, iraiden 
bepaald door de vlakken yZ'D" m EZ'0"; men iteDe dan 

/_EZ'D' = — (E, jLEZ'D'" — 3, ^yZ'D" = y, 
njnde deze hoeken de vaarden van S, , 9j , en 9j tn (7), (8) 
cn (9) bij het begin der beiregmg, op het oogenblik doi dat ( 

en de boekinelheden cn gelijk nul tqn, en a» 

klein dat men raag aannemen 

gr», a — K=TangM, Sin.$=0=Tang.^, Sin.Y=y~Tang.r 
en Cos. a = Co», 0 =: Co», y = ï. 

Slelt men verder bij den nanïSDg der beweging ZZ' = CC' = 
cn nn dit oogenblik deie veranderlijke groolhcid , die steeds zeer 
tlcin blijft door J voor, dan tollen wij do waarden der groolhe- 
beden ^, ^tt^i en 6, trachten to bcplen voor elk oogenblik 
der bewegÏDg, nadat men het ligchaam ntt den evenwigta- loeit and 
gebn^ en aan ttch lelven overgelaten heefl. 

Zij bet volamen-der oorapronkelijke verplaatjle tIoeis(orALB=V; 
de inhand der doannede A'fi' — I (welke in decente oc^enUik- 
ken der bemgiag, en alt men bevindt, dat dete laattte tlecbli 
in kleine spbommelïngen bestaat, lijdena denelver geheelen dnnr 
als el.m'li.i^rlg mag aangenomen worden); bet soortelijk gewigt 
der vloeistof = p ; de afsland der iwaartepDnlenZD=Z'D' = J, 
moetende i positief of negatief gesteld worden, naarmate het zwaar- 
tepont der verplaatste vloetsloi botter of lager ligt dan dat van het 
lij^haam. 

De krachlea, die nn op het ligcbaam werken , aijn : 

1^. Het gewigt van het Kgcbaaut «erkende in Z' van boven 



Digilbzed by Google 



eo OILOflIHGIH 

naar onderca en gelijk aan dat der Terplaalale vlocijlor, das ia 
deie (zamenstelleode] kracht = ■+■ pV. 

2", De te|,'eDgea telde dnikkicg der tloeiitot, welke oorspronke- 
lijk, ïer|)laatBi was , werkende in D' Tan onderen naar boven, zoo- 
dat die (ia mcnsle! lende) kracht nordt — pV; on 

3°. Dc opwaarJectie drak Tan de floeistof begrepen tnsschen 
&B en A'B'; om tlcic te bepalen oodcrsleüen wij, dat het )ig- 
chaam tusEchen dcic Tiaktcn eilindcrTDrmij ïij , waardoor sicchti 
oneiadige kleine gronllicdcn van den tweeden rang terwaarlooad 
iTOrden, en wij vcrdcelen liet tUIl A'B', dat CTenvijdig ia aan 
iiet ^ysbk, in iltflirenlialen, door vlakken erenwijdig aandexscn 
ysikkkeo , dau is Sxüy de inhoud iSD talk eeoe di&èrenliaal oi 
(cTeos de bazis fan een prisma der vloeiiloF Inaachen AB en A'B', 
dat het gedeelte GU eener verticale lijn Inatchen deze vUkkea tot 
hoogte heeft; het genigt Tan dit priima of do difTcrentiaal tod het 
gewigt der (loeittof lauchen AB en A'B' it dns fUxgy X GE. 
' Om de lengte van GH te bepalen betchonwen wij Fig. 19 , al- 
'mw Tig, 17 TOor eea gedeelte ia ovc^eteekeod; wanneer FC 
in het horiiontale vlalc Tan A'B' evenwijdig aan de «i der y 
tnUen vordt, dan i* CF = f , en FG = y^; trekt menTeider 
FI veiticul in het arjitlak en vereenigt men 1 met H, AKidat BI 
in bet Tlak van AB ligt, dan kan GH in drie Btaklen GG', G'K 
en KH verdeeld worden, door CF' honiontaal , E.'G' en IK even- 
v^dig laD de u der y te IreUen; in de fignnr heed.men na 

, GH=flG' + G'K+M=CC'+F'lH-M, 
oC GH = { + « limg. Va+y lk»g. KIH; 

brengt men door de u der y en de Ign Z'E' het iUk yZ'D'", 
dm is (vef^I^lc Ffg. 18) EZO)'" = en omdat bet vUL 
van AB (dit vlak ia loodregt op Z'E') m bet «svtak bdde loodrtst 
i^n o> bet vlak j^'E'lD'", al ook de doonmede AB, van die 
vlakken , loodregt op yZ'D", of AB looditgt ep Z'D'" tqo, «m- 
nit volgt 

Z_ EZT)"' = L F'CI = fl.i 
brengt men door de aa der « ^ Z'E' bet vlak iZ|l'% dm ii 
^ EZ'D' = — S, , en laat men door I een vbk IH' .gian, 
evenwijdig aan xZ'ü", dan Is de doortnede II' methetvlakFGHI, 
evenwijdig aan Z'D', dns ook F'Il' = — 6j, maar nnz^n bet 
vlak der doonuede AB en hal vlak FGHI beide loodr^t op 111% 



DigBized by Google 



vin tauiVftAvti; 



81 



Am ai. hma» doomeda IH Ipodregt op ra' at XB. loodnigt «p 
ti' ea dutwfi iC 'filK = ^ F11' = ~Sti hlnrdMir badt hwA 

GE = è-hm 3h,ig. *, — , IbHg, 
0f GH =: { + S,s — 

waardoor de diflferentiwü m het gewigt der vloditof taMdum AB 
en A'B' «ndt 

het gdieele gewigt dier vloabloF ie du 

«tuin de inlegralen over liet g^ieèle «Uk taa A'B' moeteri mt^ 
gebrdd worden j uit de «yimtrieb ligging wi dendfi gededlei^ 
ten opiigle der M en ys *lakken, bedt men in dit geval 

fJsSxsitf = /ify fxSx =: O-, ffy^giy ±= St^St^ü = Ó 
ea teTcni ii SSiw^y ~ I i 

aoodat het gezegde gcwigt uilgedinkt «wdt door en cHodat 
tietzdve eene opwaardwhti drakktog voorlbreflgt i> de (wnai>b}> 
lende) kracht die daardoor op het ligobaani werkt — f|ï; da ba> 
ritODtale dnikkingen der iloéiltoF t^letigen elkandn| «aardooè 
X = O en y r= O i». 

Bki^ men nu al de krachten en de maisa van het gebeelÜ 
Ijgrt'pft'** in het ivaartepnnt over, dan werkt dair eene badtt 

+ ,V _ ,V - ,{1 = - ,|1 
tip de maua pVj 

3e tertnelling deter kracht ^G ~ ^ ia doi 

■naar op id^er oogenblik ia da ndhdd dér vertkile beweging 
■nat bet nriartepnnt, in de porilien rigiidg der < u , ^ , Sba dé 



nngroe^g ^at mdheïd', in den fltj ^-^t cti de manellh^ 
&é kracht,' die deie aangro^ing beeft ^rtgebragt, ; door da 

tnldmkktDgan voor de versnelling gevonden un'elkudte gd^k te 
«teUeof kr^ men alioa 

*iï - _ 1' t 

«■ V «' 

n* DuL, n* Si». F 



TOOT de «ofjel^UDB èa vectïeila bemgiag Tan bet iwaBtBpao^ 
"W^ uUbh dettln iutagnna, na «nt de mgelijUn^ toot de 
Kmddrai^nide beweging gaaKht te beUen. 

HierUe moeten wg de mo meniën der, vertieile krachten , ten 
qai^ der « ea y mmd, bepekof en dnnih do wDUDeB der 
momenten £^ 

Het DUHDcnt dar eente kndtt + pV ïi nnl, omdat dete Iraclit 
in het zmarUpnut of den oorqjroDg weHit. 

Om de momenten der kracht — fV te bepalen, die in D' 
(Fig. 17) naar boTcn verkl, laten wij uil D' (zie Fig. 18) eene 
loodlijn D'D" op het syilak vallen en trekken uil D" l^nen, 
cvenwijiiig aan de assen der ar en y, dan lijn W'D"' x — f V 
en Z'D'" X — deze momenten, ten t^zigte der suen Tan 
de iT en de y. Wegcnï de geriogu helling van Z'D' mag men 
door i;ene oneindig tieine yroolhetii \an den Iwcudi-a graad te 
verwaarlooien Z'W = U'B"' — Z'D'" (lellen, en uien heeft dan 
D"D"' = D'D"' Cos. D'D"'D" = Z'D' Sin. O'ff^'ö'". 
= Z'D' Si». h-Z'E = — d J». S,, 
Z'D"' =Z'D"' Cm. D"'Z'D"' = Z'D' Sin.SZ'D"' Am. »„ 
of vegen 3 de kleinhad der hoeken 9, cii 6^, 

D"D"' =: — rfS, , Z'D'" = d*, , 
«Mrdoor de gezüclilc [nomciilCD worden 

X — pV — + fdVfl, , dS,x — fV = — pdVS,. 
Voor de momenten der opwaardsche druLkingen van de vloeiatof 
tatachen AB en A'B' heeft men (ten opiigto der x en der y m), 
— fffS (I + 8,* — e,y) ixgy 
— — tiSSytx}Sy — fi^fS^yë^Sv + fSi/ZyV^ïy, 

in aanmerking nemende dal de inlcjjralen SS^'SxSy , Sfytx^y ea 
fjxyllx^y Tetdwijnen , ais zij oïcr de gebcele doorsnede A'B' 
worden uitgebreid^ en Ier hetorting Jy^SxSy — A, /a;*?jrify 
B atellöido, roo heeft men nor die moment» 
+ tifA en — Sipfi. 
Hen tel dm bdiben 

. £.yZ = + pdV8, p«,A = fli (dV + A), 



£^ = w fJVI, — f«,B als -> ^r, (iV + S); 
a ■!> oen at b 4« ni|«I^Ui]^ (7), (9) « (0) tmi^. 2 
oTobraDgt, du «oiden 

^ S- (y* + O = - I'S, (<iV + A), 
g ai» 

i. E. + .») = - ,S, (dV + B), 
8 et' . 

moeten om al de itofiè^kfl pnnca> nn het lip^*™ oilgebidd 
«orden , vurdoor dj Is mIegiiIeB' (nergup. Stalt meo ter be. 
lordi^ de momentan no tiaigieid 

4*) lk<num de hMMA veiijel^iagen heri^ «oidea tot 

g^!l^..=o.....„:, 

. (.2) 

Door de vcTge^ldoieq (10), (lIJ, {1^ en (13) te mtc^tem 
xU men de lurmiileii verkr^gea, weardoor de woerden der ^root- 
Leden fl| I Ai en '| *oor elk apgenfaUk, na het begm der 
bewqpiq f hepuld rqn. 

4. Indien de oidndlcfaigeB' dV-f- A en dV +6 bdda 
poólïef , dan xgn ook de geugde fergelijUiigen allen b^fen 

in de» Tc»m ■4--^y s f^^ 

waams de int^nal b 

y t= p Sin. as + q Cot. ax, 
en waarin de ataodiattige gnwthedea ^ en 9 nit de DTereeolan» 
(tï{;e «aarden van y en ^ fOor eene bepadde «aarde van k kon* 

nea berekend vorden. 

ai 

In (10) beelt men a* = + ^ , 
F 2 
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m im ( ~ P Sin. ta + g Cot. /«^ 

- ^ = (jp Gu. ia — aq Sin, ta ; 
Atat na voor f = O, | = m ^ = (de unraukel^ke sod- 
lieid) = O i(, tiixlt meti 9 == en/i = O, nedit 

I = {. C». (<l4') (14). 

Id (11), (12) en (13) Helle men beartelinp 

_ W ('iv + *) 

_ « (jy + B) 



«, ™r O, li =^ p, s,= ,,-=-;-= =0, 

«mdlt'ile Uiii«iilnl§k« boekanctheilen jrclijk nol zijD, dao naAl mea: 
,.=.C.».(.KSJ^Jg+i)),. . .(,5, 

,. = 5C.,.(,k!5J^1±-1>)... .(«D 

S, - ~ Comt. =: '/. 
Zijn ecIilM de BUdrokkingcn + A en (J7 + B n^ttef, 
óu» ~ (rfV -j- A) en — (rfV + B) poailief, dan bdtoorea de 
«ergelijkiDgen (11) cn (12) tot den TOrm 

manan de Tolkomene integraal ii 

y = C»»» + G,e— 

terwnl ^ = oCeo* — aC.f— 0*1 

Wor(II)Ml men Tinden C = C, en roor(12)C = C, =^0} 

md»t ia dit geval 9, en 6^ bepaald lijn dour 



(18). 



Uit de Tcrgelijking (14) ziel dibd , dal het ligchaam, vaaneer 
faeliclfe oonpronLelijk in <Ie vjoeistof dreef en 6a» nortelijk li^er 
dan de vtoeitlof ita>, altijd in de teiiieaat lan hst twaariepiiDt op 
en neder zal tchommeleD; <Ie ooriproakel^ke|Jaatcmn het ivuito- 
punt ml het middelpuDl dezer icbomiiteJingen en 2£ hiuuie ETOOlta 

fÖD,dowgl Coi, {j'i^^. ■■■wclieD dq grecuea 4- l ea — Ige- 

dnrig aflieemt en aangront j lelkem ali ( 1^ = — — » '"i 
bevindt lich liet zwaarlcpunt op dsMclis oorspronkelijke pluti; en 
TOOT don lyd eencr ijeliecle «choiiimeling , waarin het twautepaot 
vat) bet Uafptii tol het hoc^me punt klimt, vindt men uit 

el V 
t i/y — "1 t = " ^~ï ' den ilioaerlgJ 

V 

van een en enkeltnodigen slinger , waarvan — de leogta ia. 

Zoo ook volgt uit (IG) en (16), dat d» dcaayende bewegingsq 
OOI de auen der en der y in heen- en. «edergaandB Kboaune- 
lingeu xolleq boiain , ali (Hf -f-. A en tlT -(-. B beide, podtief 
xijo , cnidat dan qn 1, , peoodïiie Ibncliën 1^ na den. t^d , 
di« iDBiehea iwee bepaajde gremsn (-H-m en— «M + ^en — fi) 
afiwnien en. aangioeijea; lijo editer {dV + A)< eq (dV + B) 
negatief, dan. gtneijen, injevolge. (17) en (IS)* de «aarden 
yfa 61 en 4, met den lijd. gedarig aan en bet ligcbaam nl deli 
meer en meer van zijnen oonpronkelijkeu evenwigli-ioeatand 

Wa» een <der uitdrukkingen (wailL^i ea de andere negatief, dan 
zonde het lïjjchaain oin een der ai«en acltommqlen , dai met ItCf 
trekking lot die at het evenwigt valt i^n, maar len opugte dur 
andüre at zoude hetzelve zich m,eer en meee van den ODrt|wonke- 
lijken alaod verwijderen. 

Was een der nildruLkingoa gelijk nul, dan zou bet erenvigt 
ten. opzigte der as, waarbij die uitdrukking IwboorI, in clkeq 
sbtud vost trczen, eo wareu beide uijdrukkiugea gelijk mil, dan 
blijft het ligchaam na elke kldne verplaalaing in róit. 

Eindelijk rolgt uit (14), dat bet ligDhaam, niet on de verticale 
ai ifi- ronddniaijen. 

Dit. dit. allei kan men almo beiluïlen, dat. de stpbïlitalt v>o 
F S 
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bet drijTeade lif^baam arhnnkelijk ii ma de (eekeoi der groot- 
bedeii dV + k ea dV + B,eD dete xallen uker pOHtkl 
nma, alt d poriliel it, dat i>: ala het xwaarl^mt der TOpIwt- 
ale vloeiMof hooger ligt dn dat Tan bel ligdiMUDj in bet Ugemr' 
orergeslelde geral «al nm do vaaidea diar gtoothedm moatai 
berekenen. 

Dit (15) en (16) ilel meo, dat In bet genl der ttaUUldt ii 
t§d eentr heen- en «edcrgaaode tcbomaieliDg om de n der V en 
om die d« bepaald ii door 

' ►'«(dï + i) ' (d'+ B)' 
oweenkomende net dc Vingerleden lan eenen eenniudigea 

Berekmt men die iliagertijdpo, alimeile dea lijd eener verticale 
dii^ering voor Terachillendc tnarliiigeii , dan zal men daaruit 
bmncn nagaan, ol honne bcireginjjen meer ol minder gevoelig rijn. 

Slet nn, dat het drijvende ligchaüin een parallelopipednin z§ 
pTtff. aO), wurran de ribben AB — 21 en AC = 2i efeo«{id% 
loopen met den «alenpicgcl , tcr^vijl de nbbe AD = 2A loodroQt 
op deoiolTttitaatjiij Shet aoortclijkgewïgt derftoP,waaniil)K(tetré 
bestaat , en r — 1 bet aoorfelijk gewïgt der iloeiatof ; de diepte 
der inilDknig ii dan 2AS = ED, hei nlome der Terplaabte Tlo«iiof 
V = 8ZM 6 ; de atond dA- t»aarte|Hnjten i (2A — 2AS) =A(1 — 
en daar hier dat der Tci^ulate «loei'ttot bet liMffAt Kgt, moet 
uien itellm d = — A{l—S). 

Verder beeft men, ala de aano der jr en y door bet iwaarte* 
pnut OTCBW^ig aan d« ribben 21 en 2ft worden aangenoBien , 

Involg, 

iiV+A=— 8iffi'S(l— S)+5/fi'=:3'6{— 6A»S(1— S)+i*), 
iïV+B=— 8W/t*S(l— S)+3/'fi^J;i»(— 6A>S(1— S)+l»}^ 
waaroit volgt, dal liet cvenvigi in alle rigliogen atabiel Itl lijaj 
Wanneer i de kleinile boriiontale ribbe Toonlelt , ala nen beeft 
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TAS riU(V>«ftsn, 



b' > Oh'S (1 — S); . .• . . . . . (o) 
het maiimDm «ao S (1 — S) is toor S = S {I — S) = J , 
er ia ioM leker KabiMleit, ali b* > | of £ > A is^ i* 
i ^ A {/|, dan mocl raea oodenoeken, of sao ile voorwaardo (n) 
Toldaitn wonll. 

Slelt men A = dat it, de doormedc vaa den balk zij een 
Tiarkanl, dan moet I ) OS (1 — S) zijn , waaniit men nl 
Wnden 



S < i - è 1^3 of S > i + S 



of 








1 he 


t soortelijk gewigt van dennenboat bianen deze grenicu 


mU . , 




uH™ den non balk en , «aama de doortnede een vier-' 


kant ia 




el altijd met hnnae platu igdsa naar boven U^Ten 


drijven 




I cikctibalkcD , vaarraa het Boorlell^ gewi^ meeital 


grooter 


'dan 


0.789... U. 


Zoo 




is in (<i) de fac(oc S (1 — 5), voor dennenboni 


groolcr 


dar 


L voor eikcnhoDl, omdat het loortelijk genigt van het 



eente minder dan dal van het tweede van i verachill; bij gelijke 
hoogte moeten dus dcnncnbalkcn eene grooten hraedle hebben , 
dan ókenbalken , om even aU deia, met hmuM platte ig^e naai 
boTcn gekeerd, te blijven drijven. 

Wilde men in het geval der itabilildt de iK^eilijdea voor het 
paral lelapipedam berekenen, volgens de aangeweiene fbnnnlen, 
dan heeft men daartoe 

i>.j^..+..)j„=s/-+|s./+^s,/+*(,.+^>)ï«^s(i-+*.), 

en door dit met dc ovcrijc btkcndc grootliedcn in die drmalea te 
labglilneren , zal men dïe lijden kannen bepalen. 

Om dc gevondene fbrmnlcn loc Ie pusicn op ccnen bol , waar- 
van bet «oorletijk gcwigt S = J , dc straal — en das ook 
de diepte der inziokbg ~ r is, heell men voiir het Tolnme der 
wi{dut(te iloeittnf V =: }«r^ het imnrtepimt Taa dit vol ome 

9 3 
ligt op den aAtand g- r ooder dat Tia den bol, da* (f = — ^f} 

F 4 
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■ ■ (iV + B = — jTr»4-iTf' = 0. 
wodat ligduuin in dfceo itaiid in evenwigt ul blijteo; ds 
lijd «ener Tcriieile iliogcriDg U , omdat men hier beeft toor den 
inbond der dotnp^s aet dm «Blcnpieijel I cz: irr* , 

, OT^jTHiiloiiMode met de «liDgeriijd vap den ceovoudigen ilinge^ i 
wran do lengte | r ii. 

Stal nog, dat hel ingedompelde ligphum eene ^UpMide s^, 
waurao ZC a , ZD' = £ , en ZB = o de halve anen lijn , 
en de ellïp* FECli de doonnede met den waTenpiegel ; wad- 
neer men — X atcit, dnn zijn dr IjaIvu aiuun der elll(itTonnige 

doonnede op dien afitand Tan den lop EU =~ |/^(2cz — x']-^a' 



«yi^'.ss {2e» — de diOerenliaal «■ den Inbond der 

■ ' ah 

dlipwïde = w^^ {2cx — x*) is en dot ket volome van de 
Tcrplsaltle vloeiatof (na Ier) 

V = (&,-,■) ï. = g (3o - r) .>, 

en het tolume der geticcle elllpsnide 

&ll doi hel iocirlelijk gewigt S i>, dan word| de diepte ^er 
ïniinLipg bepaald dour . . 

t ToicS = ^— j (3c — *) ir* , 

oi door 4c»S = {3^ — 1% (A). 

Vanneer het i«aarl£))uiLl der vurpLatsIc ilueietcir in D ViQt,, 
AomZU = — d, of BD = c — (— d) = c + (/ ii , dan 
heeft men raljeni de theorie der momenten 



verder ii joot de doonnede IFEGH 

B = //.'ijji = 1 a"4' = j.^' (2ra _.')■, 
iraardoor men heed 

+ i = - g (2.. _ ..). + '-^ C2" - •■)' 



(2.,_,.) {-1+^}, 
^(2cx-.')' (2o. - ,.)■ 



4c' 

Toor de stalulitdt lijn di 



l< ^ cn 1 < ^, 

oF 8 ^ d a c ^ 

dil ii, de Terilcale as moet de kleinite i^n. 

Om den dnar der schonimelin^pn Ie bepalen, lal meii uit (&). 
da wuide vaa « moeien Iwrcïenen; Helt men S = 1, dan » 
A = 0. €n I = jrab , waardoor mta voor den tijd cener ver^nlo 
dingisriiig heeft 

ercn ■]■ bij dea twi. 

Om de beide OTerige iliagertijden Ift bcrelenw lieeik men TOOc 
S = i . 

JY +'B = j .!«(.■ — e'). + A = j at (i'. — e')! 
F 4 
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verder djn ie momcnteii Tan traAgheid 

C = /(y» + «») ïm = ^ MÈc {b* + ©»), 
D = f{s» + «») jfM = ^ waie {a* + c»), 

wiardoor men *oor dea dnnr der dingeriiigea om de men der t 

en der jr verkrijgt 

ai dl • = ï = $0 vare, dut condeD doe tgden gelijk ajo aan 
di* der i^lole drageringen. Wu& = a= c, dan worden 
derelte oneüid^ graat, betgeeo aoD moet i^n, omdat in dit genl 
het ligohtam in een en bol otei^t, die na «ene Ueine «erplattni^ 
geene ronddraaijeniic («wejjinij aanneemt 

.•AMtKartn^. In liet {;cvnl der iiabiljteit lijb dc (bnnnkn 
die men toot de ronddradjende beweging verkregen heeft , geldig, 
wodil men de natwikkeliDg denelf a van de onderttelltng it 
nilgegaon, dnt de gmothedeo li en gednrando de bewegrag 
leer ilun Mgfen, en volgoii die ionnalen z^n ook ateedi 
loncben de gnueo — «en-t-a.eB — 0en + 0 ingeilirten; 
)■ «r echter geèn italülitrit, dan Jnanen die £>natdn, mmdqk 
(17) en (18), alleen geldig i^n morde eetate oogenUiUen det 
beweging; Eij toonen dan len doidelgble aan, dat het 'ligehatui 
niet naar i^nen ooraprankdijken atand langkeer^ maar dch metr 
en meer «an deniehen verw^derL 

VRAAGSTCK G. 
JKm Xa> 0iKindig veel ellipsen beschiymn die oene etfoloïA 
m Aare» top mie», en tmamm eene as langa de mderoifdot^ 
«aft. Onder al die etl^uen begeert mm dugeno te vimdm, 
miie het sterkst met de cyc/otlfc ww n mneft. 

OFLOSSIItG, 

Wanneer men de vergelijking der cycloïde fen ap^e *an be- 
paalde BHen gekoicn heeft , dan moet die der elUju ten oprigte 



Tjin iiiiirKJLBiii. 
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tan duelMe u*e loodanig bepaald vordeo, dat hare ligging aaa 
de getlelds Toorwaarde Toldoende , 1°. voor de absci* die met dea 
top der cicltude OTereeoitemr, de ordinaat der ellipa gelijL wordt 
au dis der cycloïde , en 2°. dat zoo Teel achtereenTolgeoiIe difl^ 
nnÜMl^piolïEnten al* mDgelijk is , afgeleid uit de Tergelijkingea 
der twee kromme lijnen , voor dit pont dcielide waarde Teriirijgcn. 
- Neemt men na do raaklijn ann den (op der cyeloïde toot at der 
Mf en hare ag alt at der y , dan ii hare vergelijking 

* = j/{2ny - y') +-R.Boog(^Sin. = ^ ^^^ ~ "' )> 

wurin R den tlrnal van den bewh rij venden cirkel aandnidl. Voor 
oene ellipa, wier grootc na 2a evt^nwijdig aan de raaklijn loo)i(,en 
wier kkïtte u 2Ó op de ai der cfetoïde valt, en die de cyclofda in 
den t<^ sannafct , lMe(t men 

£l ^ Cy - _ 1 

a* i' ' 

De vier eerite difierentiaal-qiioliËnlen zija voor de cycloïde 
3y__ _y_ ^*y_ R g'y_ 2RKy gV__ 2B(R+3y) 

en voor de ellipa 

a»*(S=^ y.» ~««(6-y)»' ar*» — ««(fi-y)»' 

Omdat nu bij do twee krom;nc lijnen vonr y = O ooit r ^ O 
wordl, en al de onevene d i fiere nli aal- quotiënten verdwijnen, loo 
roo kan men van de 2c en 4e dezer quotiënten gebmik maken, 
onj de aiien der ellips tc bepalen , en er lal alidaii tuMohen de 
ellipt en de cycloïde ecne zamcnsmelting «an de 6e orde beslaan. 

Stelt men ia bet 2e en 4e dificrentiaal-qnotiint vm bddc 
krommen « en y = O, ca de waarden die duidoor verlj^ 
gen aan elkander (gelijk, dan lieefl men 

1 _ i 1 _ U 

4K ~ ^' TOI\' "~ O*' 
waaruit a' ~ lBi»Il» =r 48fcR' , 

du i = SR en a =: 2R|/'d 
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WK ie UMQ der dtip, die hcl alerlat mcl dc cycloïde' ineet»- 
■Buh. Den eeotODdige nitkomtten zullen nader bercstigd «rordco 
door bet vnagttolL meer algemeen op (c luato, met ' ceue kromme 
nn den twwdeo graad Ie zoeken , die in eenig pnnt der cy- 
doide bet neett met haar ineeiMmcll. Uil de oplosung tal blij- 
ken dat die kromme *opr elk punt eene etiipa ii, die echter niet 
meer era der auen op de normaal *an bet nakpuat beeft, maar 
dia n»r den lap in de too even gerondena oreigaat, modat jew- 
utlt wanneer de rigting der assen willekeorig genomra mogt wor- 
den, all^ diegene lA'qft, welke het aterkit üut de cyclude. 
nnw^imeli. 

Nemen w!) da ooürdioalea-aitea aan ali bij dg roDi^aaade op- 
loiring, dan bl^ft allet toor de oydoïde heliellde, maar do tov 
gelgking der ineenameltende kromme ia dan 

y* + A«y + B«* + Cy -t- Da: + E = 0. . (t) 
en daar hierin Wjl aUaiivasligcu bepaald moeien worden , tal men 
dnartoe met óete vcrjjelijkin^' du^ larc vier cerflc (iliTuretitiaal- 
quotiënten konuen beïigen. Cit de Terijclijkiug {I) lieell me^, al* 
» TOOr onailiaiikelijko VLTaDderlijku wurdL aïu;;euu[iicn : 

■a wrfaogt men hierin de coqrdinalea en de diHtsentiaal-qnotiEa- 
ten der gevraagde ineenemeltüiga-knHnme door die van de. ej^ 
dtüle, ter bduiriing 

>i "^ZR-j " (2B— s)" 

is,'—^(lK.,jY~''' (211 -Si' ~' 

ilelicndc, dan liccU men om A, B, C, D cu £ 1c licjialen, de 
volgende rergclijkingen : 
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y'+A*y + Ba;' 4. Cy Dx + E = O , 
2y/. + A (pï + y) -(- 2ar + Cp + D = O , 
V+A(9* + 2;)) + 2B + C9=0,i 
2yr + 6p3 + A + 39) -{- Cr = O , 
2y5 + 8pr + Ö9* ^ A (w + 4r) -H Cï = 0. 
Dit ilc tvec iaalBten tidiIi men gemalikdijk, 

verfolgens door. tnbililutie ilczer waarden in dc 3e , 2o en Ie, 

•„ . , 3,'(3,'- 2f,) 

b_, .. , i8}*»H-ei'f»!r-i6fg'«H-»a'«'-gw''»' 

-(»)■+ 3p_4,' ' 



de zamengmellentie kromme geheel bepuld U, 
OU de gevondene wa^inien tolgt ïerder 

orals mea voor p, q, r m ë dctieher vaarden tobtlitneert , 
,■■ „- gB'b-»!') _ 9BM3II-») . 
** °-a(2E-,)(3B + y)'- 2(211-,)(»l>+ï)'' 
dur mi dliijd y { 2EI is, zoo Mgd ^A*— B voor elk paut der 
cfcloïdfl nrgaltef, en behoort alaw de te^iijking (1), voor alle 
pnntea, tot eena etlïpi; ali y = 2R it wordt {A*— B=— oo^ 
eo nit het Tolgende tal men lien dat alidan da ellipi in een en- 
_ lel pnnt OTergaat , omdat alidan ook hare ^Hen O ^n. 

Om de rakende ellipt nader Ie bepalen, b^innen wy met de 
coüniinalcn r.nn baar middelpaot te loeken. Rangtchikt men de 
algemeeac verj^elijking van den 2en ^kbA, telgen* de magten van 
een der coördinaten, btjv. van y, dan ia ^ van den tortn, 

Sy + P = 0. (A) 

eo hierait y oploiaende, beeft men 



» = - 2B * ^'l 

loodat y, = — ^ l*^* midden voorstelt van eene koorde, dia 
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tot iMt nudden vsn il Ae kooiden Moort cn in eene mfddell^ 
der eUIpt vomtdl. Meo siet dat het ]s difibnottul-qiiottenl 
Un opugte Ttn y , rut de TOigetijkhig^ (A] i* , a a» nl het 
di&MDtiuI-qaotiBnt tm opagtt na m, io middd^n bq^loi, die 
da koordeo lidiiiort,, welko ormvigd^ loopeo um de u der «. 
Bmicb »^ dit toe op de ouapronkelöke Tergel^kitif 
»' + + B»' -H = Of 
das mb^gen «ij n»r de nrgdijlttogea im twee niddellgnea , 
2y + As + C = O, 
Ay 4- 28« + D == O, 
en vinden hiernit voor de coordinalen (jr, «n y,} van hm' ins- 
pant, dit i», van het middelptmt der cllipi 

_ A C — 2D _ AD — 2BC 
*' ~ 4B — A= • ~ 4B — A» • 
of ■]• men voor A, B, C en D de jje%uiiJeiic waanlfu Bubtlitncert, 

en Tcrdcr vederom voot p , 9, r en < , denelver «aarden stellende, 
. .B?5rr-^)!,/-y_ « , 8(2y -3R)(2R-y) 

'"" y— 311 '^2R— y'*'"""^ 2(y — SR) ' 
Indica men lusscheu deze vergelijkingen en die der cycloïde 
« en y elimineert, dan verkrijgt men eene vergelijking tnsiclieit 
'1 ttip kromme lijo , gevormd door do niïd- 

dclpuDten van alle rakende ellipKn , maar deze vergelijking wordt 
altdan teer zamengcaleld en voor het verdere oodenoek odbrailt'' 
baar, loodat nij die middelpnofen , volgent eenen anderen mf, 
nader loIIen bepalen. Vereenlgl men namelijk het middelpunt 
eener ellipa met haar raakpunt op de cycloïde, en noemt men dan 
hoek , diea deie lijn maakt met de at der 6, dan i* 

Tang. 6 - ^' ~ 

Xi — m 

£t nwdt, ingevolge de bovenalaaade waarden voor en y, , 
'^•»-2(2R_s,)»'-T-- 

■s ■-'^s'—, = '^-i"<^' 



Stellende vatdwdn hoek dien den middelltja met de ruktijn 
muLt = 4 , dm it ^ = 9 — <p, 

Tang, i — Tang. ^ 

2y — SR 



Col. Cp — Tang. $ 



8(2R-,) 

* . 2» — sa 



^ 2 (211 - ,) 



d.,i. T„j.t=g^jj-2^_j_(»ibi«r.4+»c**). 

tnaar uit 

waardoor Tang. ]]• ovci^aat ïd, 

Tang.i,:=A Tafig.<p — {i Tang. (p + 3 Cot. <P) ^ ~- S Cot.<p; 
door middel raa deie ccitvouiiigc uitkonut zal men gnmakkelijk 
voor cit pnnt der cycloïde dc i'ii;tiiiQ kntincD coQilruÜreD vaa de 
middellijN, dtc door het raakjmtil der cycloïde met de cUi])i gut, 
en de lialve IcLgic 0 dezer inlddijlUJu wordt bepaald door 

P = K{(», - •)' + (ï. - j)'}, 
h.l..lk B«Jl p =|||^] K(9R' - 
de toegevoegde van ^ evenwijdig aan du maklïjn loopende , zoo is 
hare fergclijklng y' — y, = (»' — :r,) Tang. ^, welke, ïcrFxjn- 
dcD met de Blgcmeenc vergelijking der ellip«, de eooidinnteri' x'j 
eoy'i van hare uiteinden zal bepalen. Stelt mea hare halve lcni;te=:a, 
dan ia blijkbaar a Cos. <p =r {x\ — ï,). 

« Sin. <p = {y', - 
en dit in de ïer(!elijlin;j (1) overbreiiijende , ïal men ccne tweede 
m;inlsver(;clLjliiiu linden, »;i;iruil a üpjjdosl kan worden ; en vooraf 
wetende, dat de waarden van a niet ia groone maar alleon in 
teekena vertchillcn, eo dal <1ui de retullerende vergelijking oUfon 
de tweede magt \aa a moet bentteOf kan men haren tweedea 



OILOttlliatK 



tem weglaten. De Banfrednide tnbiTilutiën verrigtnide , komt ér 
a' (Sin.' <P + /l Siti. CP Cos. (Jï + B Cos.' $ } 
+2«{y, 5in.0 + t 4(ït 5r».0 + y, Co*. 0) 
-t- Bs, Cm, 0 -f- i (G Sin. 0 + D 0)} 
+ yï + Aar.y, + Cy, +Hr, +E=0, 

iif, omdat, zoo als daareven ii opgemerkt, de cuêlEciëot vaoa = Oü; 
«" (Si'h.' <J) + A 5»(.iJ) Cöï.^-t-BGw.» 0} 
+ (yï + Ai,y, + Bj-} + Cy, + Dflï, + E = 0, 

imrnit 

. , ; +Aj.y. +Bj; +C:y , -|-Di r, + E 
^''^ Sin.*ip-i-KSin.0Cos.(p + BCo).*<ti' 
de (ctlnr rnn dciu uildroLking laa nog vereen roudigd wonloi, lil 
men in aaamei'kÏDj; neemt dat ar, en y, Toldoen aati it ttiffr^ 
lijkingen 2y, + Aj;, + C =: O, 

Ay, + 2Bi, -t- D = 0. 
vaaruit door de eeriie met y, en de tweede met te yoAt- 
nigvoldigeo en de «om der prodoetcn Ie nemen volgt, 

2yl + 2A«iyi + 2B«i + Cyi + Da» = O, 
of yl+A#,y, + B»l+{^t+D«t+B=J(<5yi+D*i+B}. 
vsardoor « ovei^t in 

oF, «Ii taea voor A, B, C, D en E hoime waarden (obMilneert, 
dtn al men na herlridïng tinden 

Hierdoor il nn allei ^■nadea, vat noodig in om de rakende 
elli^ TOOT elk bi|n)flder p^nt der oyclöSe te kunnen conslmcren; 
er ia gevonden ' voor den hoek-dien de middellijn der ellijx, welke 
door hel raakpnot gaat, ma.ikt met de raatltjn Tang, i|; — SCot.tp^ 
voorden top i«0=O, Cof.i|'==<xi , dos Tang.i,= — co en<}ir=:270*^ 
aanwijzende dat iu dit punt de middellijn loodregt tt op dc raak- 
lijn, en da« een der assen ia; voor de halve lengte der twee 
middellijnen hccfl men 
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en Voor y = O is das « = 2R = O , p = 3R = i j 
dit slemt overecQ tnet het vroeger gcvoDdene, en dc conalmctïe 
(Ier ellip , die in den top der cycloïde het mcctt met haar te 
zameDimelt , is dus als lolgt : in fig. 22 is cenc cycl<ndc getce- 
kend, vaamn AO dc as nr de miJdellijD van den beschr^veadeu 
cirLel isj OX, raaklijn aan den (op, ia de es der x, en OB die 
der y; maskt men no AB gelijk aan den straal van den beichrij- 
veilden cirkel , dan is Ofi = SR en alzoo B tiet middelpant en 
OB eene lulve as der ellips; beschrijf verder op OB eeben hal- 
ten cirkel, door A eene loodlijn op OB en Irek BC, dan is 
BC = iXAB X OB — R(/'3; trek AD loodregt op BG of etenwijdig 
^lan OC , dan ie CD = 3 ; slelt men dns door B eene loodlijn 
op OB en mankt men BE =: 3 X CD — 2BC 2Bk3, zoo is 
daardoor dc tweede as der ellips IwjKiald , un deze Lin dus verder 
door punLen geconstroeerd "onlen. Vuur itiiij; axiilir punt der 
cycloïde i* de,conalmclic meer lamenjjeatelrl. Trek vooreeral door 
hfil punt M de raaklijn aan de cycloïde , zij loopt erenwïjdïg aan 
do koorde OG van den bcschrij venden cirkel ; maak /_ N'MP ztw- 
danig, dal Tang. N'MP — — 3 Ctrf. 0 ol Thng. PML'= 3 Co(.60X; 
dit gcechiedt door AG te verlengen totdat GH = 3AG ia, H met O te 
vercenigen en uit M eene lijn MP te trckLen Ëvenwijdig aan OH, want 

dan is L'MP = GOH en Tang. GOH = =3 Tang. BÓG. 

'Verder is in de fignni 
2R — y = AF, 3R — y = BF, PG = (/{2Ry — y»), 
BG» = BF» 4- FG» = 9R» — 4Ry, 

Zet men dos op MP van liet pont M af, de lielft van Gf drie 
mul uit, dan vindt men bet middelpont P der ellips en ïi PM 
eene ran lure Iialve middellijneoj de toegevoegde looptdooF P even- 
vijdig aan de raaklijn; om hare grootte te bepalen, be*obn)ft men 
op BF eenen halven cirkel , trekt BK en hierop nit A' eene loodlijn 
AL; deze cvcnirijdig zijnde aan FR, zoo beefï men 

KL : KB = AF : BF, 
ol KL : ^-R {3B — y) = 2n — y:3R — y, 
2R w 

dos KL = 3R^r| t^R - y) = ^ «, 

H" r ■ ' ■. r 
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of « = wunncR d» de beide to egeTO y lft middeUgneii in 
grooUe en rigtigg bqnald zgd, n de dtipi vader gecoattroeerd 

kan worden. 

Door dcie coDRlrnclie voor een aantal punten der cycloïde te 
aerliaieii , zal men de Jcrommc lija , die gevormd wordt door de 
middelpantCQ der ralrnilc ellipseu, bij bcnadcrinr^ kuanen con- 
ilroercn. Yoor liet hoogele jiuiil T der eycloïde ii y = 2Kr 
waardoor a = ^ z= O i^ordt, en lcvea$ ia voor dat pnnl 
Thng. ~ — 3 Col. 0^0; hieruit volgt, dat de irontme 
lijn der middelpunten de cjcloïde in de hoogde punten (T) aan- 
raakt ; zij raakt ook de as aan in het pont B , en uit de verge- 
lijking Jhug. ^ = — 3 Col. (J> kan raeo nn opmaken , dat lij 
ateeda de bolle lijde naar de as der x keert; trant loor den top O 
ia de boek ji rcgt en vordt hij «teeda grooter , wanneer men van 
daar naar T gaat; tefeni wordt 0 iteeds kleiner, en dc kromme 
lal dn* van B af aan aieeda de ai der x naderen, totdat tij in R, 
waar 0 evenwijdig ia aan die aa, haar laagate punt bereikt heell, 
daania lal lij lïcb weder van die aa verwijderen , tonder dat R 
een keerpunt ia. Het punt B, waar dit plaata heeH, kan bepaald 
worden, door in de vergelijking 

Tatig. ^ = ~ 3 Cot. <p 
te stellen i)'= 180— 0, waardoor men veriuïjgt Tmg,^ — i Cat.^, 

Tang. 0 = 1/^3, dns 0 = 60°, oTwk Tang. 0 =; ^ = t/i, 

waaruit y = f R. 

Dittelfde punt tullen wij nog op cene andere wijte (erng- 
vinden , door op te merken , dat de kromme bare bolronde tijde 
naar de ai der x keert , als zij tusschen B en T ilechti één 
minimum voor y, gecll. 

Bba heelt in het voorgaande voor y, gevonden 

. _ „ , 3 (2y - 3B) ( 2 R - y) 

»i — y -I- 2 (y - SR) 

tnnehen ÜeaSR neemt y met oneindig kleine verschillen toe, 
men mag iau doi ab onaihanlLelijk veranderlijk beschouwen, 

andal men, ter bep^Iii^ w het mtiuMMn von-yi , ~ O 
itèBe&de, hnét 

TiSt _ — 4y' + 24Ry - 27R' _ . 
Hy ~ 2{y-3R) * 



wuniit mcD ebI linden ys^R, ory = {R, «umD bel 
eente het minimtm sanw^A, terv^l de tweede «aafde onbettaaii- 
baar i*, omdat bij de cyolÉEde «leedi y < 2R dient te Jkt 
■ y = |R weAdyk een mk^num aiaw^tt , nl men Tmden door 

deze «ande in I 

reatiaal-qnolient poiiticr vordt. Verder is bet « 
y, = y , 100 ats ooi , uit he beKhoawiag der figaor, dit gcTon- 
den wordt, 

Indien men niet de middclpuDtcn der rakende elliptco bepaalt , 
maar alleen dc ri[;tingcn trekt der middenijnen |3 , dan wordt door 
de snijding van elke twee achtereenvolgende rigtingen een veel- 
hoek bepaald, die de kromme lijn der middelpnotea overal aan- 
raakt, en waarvan deze kiomma de limiet i> , loodat men, dooc 
een groot aantal van zolke rigtiogen Ie trekken , die kromme I^n 
van lelveo verkrijgt. 

Omdat de zamensmeltlDg van de ellïpi en de cycloïde van de 
4' orde ia en alioo de 5° dtiTcrGntiaal-qnotieoten van beide kromme 
lijnen een eindig verachil hebben , zal de ellip* aan de eene zijde 
van het raakpunt binnen en aan de andere lijde bnïlen de 
cydoide vallen; voor dèn top ia nog bovendien bij beiden het 
fi* difiSaentiaal-qnotient gelijk nol , en de zamensmelting daarom 
len de fi* orde , terwijl de ellipt aldaar de cycloïde geheel ramt. 
DU blijkt sit hare vergelijking , want die ia, zoo •!■ mcD geiteld 

heeft ^^ + ^^=1. 

.of hierin a = 2Ry3 en 6 = 311 stellende, 

'^V ■ (y-3R)* -i 

Stelt men na y = 2K , dan wordt x = , terwijl men 
1^ de cycloïde voor detelfdo waarde van y bedt x =: 9rB,~AT; 
' de abaci* der ellips , die op de bazii der cycloïde valt, zal du 
grooter i^n, dan de halve bazig AT , en het verschil bedraagt 

H (ï k6 — ff) = 0.124... .R, 
waaruit men lijjtelijk inziet , dat de elliptizclie boog voor een 
aanmerkelijk gedeelte der cycloïde weinig van de cydoide zal af- 
weken , vooral aU de straal van den beichr^venden cirkel niet 
seei groot ia. 

62 
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Dit ii od: (b ndeo ^ «Mnm nm te de figuur geene nkemfo 
«Hip* ftlMifcBBd he«A:; mea had detelve dM lU» ecH {;raoM« 
Khaal neetBD ledeMn, om 'de afle^kiug *» knanw l^'nen 
dafdelljk nfftliur te tn>kea. 
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vu Twn 
AU PBUSVRiGEN vomnsnuit 

TRAAGFSTVKKXIIII, 

TooB VUK» BluiTvrDoBDina, m AUioaxat mamma yut 
m »u 1840, uRLuiH m imuia ra ttmn nui 

ZIJK TOUUIHD ktH HR IID SU CIROOTaCBUg 



TR&AGSTDK H. 

Drie hoBm liggen op een horitontatd vlahf mm vraagt da > 
Baiehryouido Meelkmut toe te panen, tol het nndeit mm tuten 
tieréen bol , die mede op dat harijcimttJe vlak lif^, m de drie 
eenl^noemde hotlm uitwendig raakt. Bg da aj^omng behoort 
het oHderaoei ^toegd te tBOtde», ca» de gtëaüen teaari» m§ 
onmogeti/k eau leorden. 

OPU>SSING. 

Lalen de lijo AB (Fig. 23) cn de cirkel PT elkander ia het 
punt T raLcu , (lan is de meeüaniligc plaati der drkelif die de 
lijn AB en tcvcDS den cirlel PT uitwendig raken, eene parabool, 
vaatvan dc top ïn T valt , die het middelpont F im den cirkd 
PT lot brandpunt hccfl, en vrelLcr parameter alioo s^lijk aan 
tweemaal dc middellijn van den cirkel FT ii. 

Oca dit nnn Ic looncn trckkc mea nit F ccdc nillekearige lijn 
Piül , en uit lict punt II «aar deze lijn den omtrek det cirkelt 
PT snijdt, ceno andere lijn RV loodregt Op AB; dcM RV, die 
men van «illekenrige lengte neemt, zette mea op RF uit, nodat 

II* Dm, 1I< Stdk. H 
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Rö — RV worde ; daania Terecn^ mea de |»mtcii U en V , 
trekle ItS evenwijdig met UV eo (tetlo mt bet pust S, vraar RS 
de lijn AB ontxnoet, ecne loodlija op AB; dan nl het tnijpimt 
M van de iBaUlgenocmdc loodlija met de eent getrDldcene lijn 
FU, het niidddimnt ^cijo van eenen cirkel, die dea drkd PT 
aitwendig in R, cd die levens de lijn AB in S raakL Waat 
omdat RO = RV is , zal ook HR = MS lijn. 

Stellende nu TS ^ a: , iöS = 5 cn FT = r , en treUcnde 
HN cveawijdij; nii^t AB , zoo is : 

FM = FR + Mft = FT -1- MS = r H- *, 
FN = FT — rrr=Fr — MS=r — 
dtu »» = MN» = FM» — FN» =(r + *)» — (r — *)» 

of , *» = 4rj; (I) 

waardoor het gestelde beweien i*, en waardoor leveni een middel 
aan de hand wordt'gegeten, om na de hedoelde parabool too 
vele ponlen M te constraenn, jJa men Qoedvindl. 

Wanneer na de geheele fignnr om de lijn PT omwentelt, be- 
■chi^ll de regta I^n AB een plat vlak, de cirkel PT eenen bd, 
en de parabool GTG' cene omwenlelingaparaboloïde j en het ii 
doidelgk dat bet oppervlak dier omweolelingsparaboloïde altdande 
meetinnalige plaaU lal lija van de middelpunlen der bollen) die 
bet genoemde platte vlak en den daarop rustenden bol nitwendig 
nken. Indien de drkel PT de ver^nle projectie na egaen bol, 
en AB de H nn pnjectïe «are , it hst em dnidd^ki dat GTG' 
de terlirale projeolie toa njn van eeno paiabo(4 , vier vlak even- 
wijdig met het verticale ia, en die men om hare a* mu' moeten 
laten wentelen, ten einde de parabotoHle te Terln^gen, vier op- 
pervlak de meelknnilige plaat* ii van de middelpnnlen dcrbdlen, 
die gelijktijdig den eerilgraioemden bol en het boriioalale vlak 
rakoi. 

'Ingevolge deze opmerkït^, komt dan de oplottiag van het 
vraagitnk hierop neder: 

Laten k', B', C' (Kg. 24) de horiiontale en A', B', C' de 
verticale projectTén i^n van de middelpunten der gcgcvene bollen, 
wier atiaïen alzoo in grootte vooi^ateld worden door A'a,B'b,C'(^ 
dan kan men vooreent da drie OfiiwenteliDgiparaboIoïdcn constra- 
«en, ^ rei^tievelijk de meetkanttige plaatsen bevatten van de 
middelpmitai'der bollen, rakeade' een der gegevene bdlen tsa het 
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Iiorizonule vlal:. Daar deu panbokü^, die vf) geinal»hal*e 

A, B en C inIlen noemen, haie toppen in de pnnfm A',S',enC' 
hebben , irorJt tot denelTsr coBiInKlie nUecn wththt, dit men 
even ali in Ftg. 23 de Terticde prcjeetiBo der omwentelende pa- 
rabolen conitroere. 

Venolgens lan men de doomiedeD dezer drie onwenlklin^spa- 
raboloTden Iwec aan tvce coagtraGren. Hiertoe bezige 'men mij- 
dende platte ilalken , eïenwijdig met het horiio&lale f Uk, ZnJk 
een ilak mijdt de beide omirentelingBparaboliüden , A ra B b.y., 
vier doorsnede men construeren vril , Tolgena twee drleb, die 
lich in liimne waro grootte op liet horiiontale »lak projecteren, 
en waarvan de stralen onmiddellijk oït de verlicale projectiën der 
omwentelende krommen geronden worden; de borizontole projec- 
tiën dier beide cirkels lonnen dus dadelijk met deie alraleo , oit 
de punten A' en B' als niiddelpunicn , beschreven worden, en 
dcnclïcr «nijpunlen iijn dan dc horiiontale projeclicn van twee 
tot de doorsnede der parabuloidcn A en B bchoorende punten , 
weiter verticale projccliën men mede dadelijk ?inden kan, omdat 
liunne hoogte, en de hoojjle van liet gcljeiigde snijdende vlak 
boven het horiiontale, deiclfdc. zijn. Door op deie vijie een 
genoegzaam aanUl mqdende vlakken Ie gebruiken, verkrijgt men 
met genocgiame naanwkeurigheid de projeefiëu van de doorsnede 
der paraljoloïden A en B; evenioo die der parabololdcn A en C , 
of B en C, Wij aqjiten het onnoodij, de uitvoering dezer con- 
slroctie nog nader te omichrijven. In Fig, 24 zijn er dc uitkom- 
tien van voorgesteld , zoudat de kromme lijnen , aldaar door het 
beurtelings gebruiken van stippen en streepjes aangewezen, de 
projeetiën van de doorsneden der paraboloïden twee aan Iwce Ter- 
beelden; woedende in die figanr de horizontale projeclicn van alle 
drie die doorsneden , doch slechts de verlicale projectiën van twee 
denelven gevonden, namelijk van dc paraboloïden A en C envan 
de ponbololden B en C. 

De pnnten (O', O") en (O',, O',) nu, waarin «der deze dm»- 
meden elkander snijden, zijn aan de oppervlakken der drie om- 
wentelingiparaboloïden gemeen j die punten zijn derhalve de mid- 
delpnnfen van bollen} die de drie gegerene bollen en het horï- 
zonUle «lak reken, en dia aUoo aan de iraag voldoen j terwijl 
verder dfl tfowden 0*o en 0*,0| Tsn de lerlieale project 
H 2 
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O* ea 0*1 tot da H, de weriidigln grootfen nn de etnleo dier 
begeerde bollen ^n. 

Mogtea de geconttraeetde doomiedeD der panboloïden twee 
am twee, geene genHKOielieppelöke pnnteo veringen, dan «m 
hieruit bigkea , dat ooL de drie eppenlaUen geeoe poaten ge- 
mem hadtien, en dit er almo geen bot ii, die in dat geval aan 
de Traag Toldacl. 

Tca aanzien «art de doorincden der omwcnlcliDgapandiolotdai 
(wee aan twee. mcrlen «ij op, dat hare horizontale projeqüëa 
cirkeli zijo ; zoo al» gcmalkclijk valt aan te toonea. 

Nemen wij namelijk drie onJerlin); regthodige coördinaten- 
aasen aan, zoodanig <iat het horizoillale vlak dat der «y, en de 
as van projectie de as der a h; indien dan « en ^ de coQrdi- 
□nteD van den top A' der paiabolmde k lyn, eo A'a = r ge- 
alelil wordt, Iilijkt nil (1) Qemakkel^k, dat het oppervlak dier 
paraboliüde lot veri^elijkinf; hcr^n 

(x - «)> + (y - (3)» = 4«i («) 

de^^k* behoort de vurjiclijLinj; 

- .')■ + {, - PT = 4r'. m 

lot liet oppervlak der papalioloïde It, waarin «' en fi' de coördi- 
naten van haren top B' icrljeeltlen, terwijl B*b = is. Kennen 
wij na in de \er,;('Iijkin,i (n) aan x, y cn s dezplfdo waarden 
lOG rif in de vcr[;cIijLin[; (6), dan bchooren deze eoürdin^ilcn lot 
de gemeene doonmcdc der iicidc patalioloïdcn ; elimineren wij dus 
M tnncben de vcryelijkiiijjen (o) co (li), hpfjeen onmiddellijk ge- 
Mbiedt door die vergclijkin[;en in ulknnder tc deelen, din komt 
er , TOOt de Teigelijkiug van de !iori;ontiile projectie der gemeene 

(.-.); -4- te -w- r 

{x — •')* — 0')* f" 

maar deze Tcrgelijking laat lich gemaUelijk herleiden tot 

... , - _ , .. _ 



• (2) 



'ep blijkt dan onmiddellijk lot cencn cirkel to bchooren, om- 
dat ^ Tan des tweeden graad ii, gcenen term met het product 
bent, en ban Itnaot en denidfilen coëi&cièot hebben. 
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Hieruit Tolgt dat mea nu de horiioDtile pn^eefilD van de 
dooitDedeo der panboloïdeo , tleobl* drie pnates lOOi dJte door- 
snede belioeft te conitraeicii ; een drliel door deia drie pmtea 
gcbragt lal dan de gebcele projeotie dïer doorsnede HeeB 
mcD door de niïjdiiig van twee deier cïilek de ponten C m 0"^ 
{jevonden , dan nl men slechts de lertie^ piqectie T>a ééoe 
doomiede na twee onicr paraboloïdea behoevea te oonitruereni 
01» ooi: de paolen O* en 0'^ te rinden. 

BNchonwen wij ihaoi ons Tiaagsluk uit een ■nslyUtclt oogpan^ 
waarbij dan lereu blijken zal , hoe de midddpnnten en stralen 
«an da laatstgenoeinde dileli konnen gefimden «oiden. 

Fi^ 2S is eene perspeeti?iichB Toonlelting Tan den belreUe- 
Iqken atand laa de ge^Tene bollen, rakende bet hniiontde vlak 
ia de ponten X', B' en G', en van deo gernagdcn bol, rakende 
het borizontale vlak in bet pnnt O'; terwijl &, B, G en O res- 
peclievelijk de middelponten dier bollen lerbeelden. Laat no , 
door het middclpuat yaa dea laatatgeDoenidcr) bol en door de 
middcipuDlen der Qegcvcnc bollen, drie vcrlicale vlakken gebragt 
worden, dan lullen deze do boveogemeide paraboloiden , volgens 
.beschrijvende parabuien A'0, B'0 en C'0 «nijdco. De stralen der 
bollen A, B en C achteriolgcns r, en noemende, zullen do 
parameters der overecntomsligo parabolen A'0, B'0 en CO, wl- 
fjens bel boven bsweiene 4r, ir* en 4r' xijn, aoodat men, OG, 
OH en 01 respectieTelgk loodre)^ iqi IA.', BB' en CG' i^nde, 
hebben zal 

OG» = 4r X A'G, OH' = 4r' x B'H en Oi* = 4r' X Cl; 

OG = 0'A', On =; 0'Ü' en 01 = 0'C', 
terwijl men , den straal 00' vna den gevraa^en bol R nonnen- 
de, ouk heefï 

A'G z= fi, B'Q = Ü en CA = R; 
dtriialve i< dan 

0'A'» = 4ri[, 0'B'* = 41^^ en 0'C'» = ii'R, 
waaruit onmiddellijk volgt 

0'A'» : 0'B'» : 0'C" = r : r' : r', 
zDodut het raakpunt O' van den te vinden bol met het boritm- 
lale vlak, bepaald wonlt door de eigenschap, dat do «ierkanie» 
nn desttl& a&laoden, tot de fBakponlen A', B' en C' der 
H 3 
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gerene bolleo met ]i«t hnbontale ilak , cfeoredig lïjn met de 
■tnlen van die boUeo. 

Zijn de aislandett Tan do middel pan len der gcf^eieae btdleii 
bcleod, dan kent men ook de aralandcn van hmao raakpunten 
met bel IiorUoutale flak^ slelt men oaraelijk 
BC = irf, CA=B, AB = <7, B'C'=o, G'A' = è en i.'B'=.c, 
dan vigt uit de G^ar oq middellijk : 

. = - (.' - '■)■}, 

S = K{«'-(r-'T}. 

c = ^{c' -,'):). I 

en tot de aiuljtiwhe oplouing der vraag Vomt het cr dus slecht* 
op aan, de a&tanden 0'A', 0'B' en 0'C' in eene funotie van de 
«tralen der g^veae IwUen en mi de bekeode aTatanden a,fiene 
Ie vinden; wordende dan *erder Twr £,'Dit de reed» aaogeToerde | 

Tcrgclijkingen , getonden 

_ _ 0^ _ 0^ 

~ 4r ~ ir" ~ "4?"' 
Beginnen vij met de mcelkanttigc plaaU te beplcn van a) de 
ponten O' (Fig. 20], die loodanig ten opzigle van twee vasle panlen 
k' en B' gelegen zijn , dat de vierkanlca der a^landen 0'A' en 
0'B' ilandvastig lot eliiaDder «ta.-in als r lot r'. Nemende hiertoe 
het punt A' ali ooisproiij; van onderling regthoetïge codrdinatCtt, 
en de lijn A'B' als as vaa ali3ci««ea aan, zoodat A'Q ^ m en 
0'Q = y de euürdinalcn Tan het punt O' zijn, dan it 

0'A'» : 0'B" = r : r', 
dat i»; A'Q' O'Q* : B'Q' + 0'Q' = r : r", 
of s* + y* : {o — + y* = r : r", 

«aniit na beboorlïïke herldding geroadeo vordt 

+ y* - 2 s = - ;rZ-7'i- ■ ■ t*) 

hierait blijkt, dal de gezochte uiuelkuiii[j;;i; jili.ils een rirU'l i;, 
cn wol dezelfde cirkel , dien «ij boven \(iikIi'1] lot liorizonlalo pro- 
jectie van de doorsnede der beide parabolo'ukn , wier toppen iu 
A' en B' vallen. Want «rellen wij, in dc vcrgi'lijking (2), a = O, 
P — O, <t' = c cn = O, len einde ook daar den oorsprong 
in het punt A' en de as der x door hel punt B' Ic brengen , daii 
Qiat die vergfelijking (2) joial in de laalalgevoodene i-ei^l^king (3) 



Digilized by Google 



Tin ra-utrRiBEii, 



107 



over. Door bij clk lid deridTc het vierkant van den balra ooëf- 
fkaëot Tan x op te lellen , Lan mea baar «chrijTen ia deo nam 

waaruit dau blijkt, dat da órkel, dien lij voontelt, tot 
stnal heeft, «a dat het middelpcmt diens dAek ia de 1^ kV 
of baar Terlengde op dea afibmd ^ " ^ ^an het pnnt A' gelegen 
ii. bdien dos U bet nüddelpimt fan deien ctrlel Toonlel^ heeft 
men AfSl =: ^-~rp* 

Om ima eirLel Ie coutmeren , kan men op de *o1geiido wijie 
te mk. gaan, Beidii^ft men namelgl op eeoe lijn , gelijk aan 
de som der stralen r en r', eenen balten cirkel (Fij. 27), «telt 
men nit het pont vaar deze ilralen zamcngeiocgd lija eene lood- 
lijn op de Eaiddellijn, co Tereenigt men het pont, waar deze lood- 
lijn den omtrek ontmoet, met de uiteinden der middellijn, dan 
verkrijgt men twee koonicn k cn h' , die lot elkaudcr staan ala 
[/r lol yr". Rigl mi-n nu (Fig. 2C) uit A' en B' loodlijnen op 
A'B' op, die rcspcetievdijk j>elijk aan k en k' zijn , (en wei nit 
een dezer ponten , b. t. nit A.' , aan weeruijden) dan zal men 
slechts de toppen deier loodlijnen behoerea te Tereeiiï|[en, om r 
door de niijdiog der vercenigingilijnen met de lijn A'S' en haar 
verlengde, twee ponten P cn P' te vinden, die' tot den veThngden 
cirkel bebooren j~want volgens deze conslmctie ia 
A'P : B'P = * : i' = ^'r ! |/r' ; i'P' : B'P' = k : k' = yri }/t* 
of A'P* : B'P» = A'P'» : B'P'» =r : t'; 

en daar nu het middelpunt M Tan den verlangden cirkel, even ala 
zijne punten P cn F', op de lïja A'B' of haar verlengde moet 
liggen , zat een cirkel op PP' ala middellijn tjeKhreven , do be- 
geerde zijn. 

Het ia duidelijk , dat men op gelijke vijie den oirkel kan 
conatnteren, welka omtrek de meetknnitige plaate is van de ponlen, 
ilie do eigenschap hebben, dat do vierkanten hunner ablanden tot 
de punten A' en C' evenredig zijn met r cn r*; dat deie faAA 
dan weder de borizanlale projectie zal lija van de doorsnede 
der bode paraboloiden , die A' en C' lot toppen hebben; en dat' 
H 4 
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deze Imede ciiiel , door zijoe m^diog met den op PP' beachn- 
venen, de b^eecde pon ten O' of O', lal doeo leaoeo. 

Diar \rij echter deie mijpimtea aoalytiicli weotelien te bepalm, 
xidlen vij ook van diea tveeden cirkel de vergel^kiDg , ten opagte 
derreeda aongenomene atmt, opmakea. I«teit ahoo ktt — m en 
CN n êe coördinatoi van liet bêkmde ptmt G' >^n, all 
maiutt men hcdl 

2c« = i' 4- O* — a> en m= + n' , 
dia i$ hier 0'A'» : O'C» = r : r", 

dat is: A'Q* + 0'Q» : CS» -F O'S» = r : r', . 

of *» y»-: (» — y)» + («. — ï)» =: r j f», 
waaroil na behoorlijke berleidiog, en door in pbiU nn m* + *** 
te schiijveo, Qevoadeii wordt de rargel^kiog 

wdke tot den bedoddea tweeden cirkel bdioort By hire leden op- 

C-^.)V C-?-.)'= (rér.)'. -«^-s 

na herldding 

dete mktl bedt dm ■ ^^"'_ tat itnnl, ea a» M' lijn niddd- 

pont TOontelti njn de caSrdiiuteD w dat ptmt, hetwelk nood> 
akelyk op het Teileagde vaa A'C' moet liggen , 

i-B = en EM' = "* _,. 

r — r r — r 

Ten oTerrloede kan mea nog den ddwl headiouven, welki «n- 

trek de meetkanatiga plaats ïi *an de pnaleOf dis de ^igauchip 

hd>be&, dtt de vierkanten hmmcr a&tanden lot de ponten B' ea 

C' cTeoredig lijn met r' en r'; de straal ea bel middelpont tbh 

deien derden cirkel knuneu volmaakt op du^eliile wijze alg die Tan 

tweeden bepaald worden; loodat lija straal blijkbaar i» — ^, 

tennjl men ?oor de coördinaten lan uja middclpont U* zal vinden 

ff — r r 
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i^ndd dit nïddelpiuil mdendm op het vcrleogdfl mn VC' 

Deis derda drkel lal nilonrlijk door de SD^ptmteD O' en 
der twee eenta (kriels moeten guui , mermede in lerinod itut, 
dat da dne middelpiinteii 91 , U' en U' ia eene raf^e I^n lï^jen. 
Deze laaUle onutmdigheid kan orerigeoi ml de reeds berekoide 
wanrden bl^keoj immera i* 

EM=A-M-»'E=-!^-=^-l:;x ''-'^°~^~'^'' . 

^ r — r' 1* — r r — r r—r ' 

Hii^.M-tT:=-ri-,-c:^°^_:Lx''-'^°-t'-^', 

r — t' r' — r" r—r r* — r* 



mur nit EH' 



w\gl almede EM' : FM' — - 

en deihalTa i« EU : FM = EH' ; FM', 

welke cTcnredigUcid niet bestaan kan, icnitj do ponten M , M' cd 

M* ia cene regte lijn jjclegcn zijo. 

Ter bepaling nu der paoten O' co O', , die dc snijpunten zijn 
der drkeU, door de Tergel^kingen (3) en (4) voorgesteld, bcbbcn 
vij ilechU die WgelïilciDfea ten opü^tc van cn y op Ic ]o»sen. 
De nairden , die bierdoar voor s ea g gevonden vordcn, zijn 
d»n de coürdiaalen der genoemde ponten. Trekken vij aannn- 
Lilijk (ie vergelijkingen (3) en (4) *4n elkander af^ dan Tokrijgen 
wij , üa di-eliaa duor r , 

lietjjccD de vergclijkinjj is Jcr regte lijn, die door do ponten O' en 
0't S^'i <^i' blijft dan OTcr, de waarden van Ji en y nit de ter- 
gelijkingen {3] cn (5) op tc lonen. Stellen wij daartoe genuksbalre 

r — r' = d', t'~i» = d en i* — r = d', 
don' verkrijgen die vergelijkingen, lu veidrijving der breuken, 
de meer een vond ige vormen 

é' {*> 4- y*) — 2rcx = — «• (0) 

en 2 K + «d-) w + a-d-s — c^i' ^ bH'. . . (7) 
U 6 



ïlO OtLOIIISflKK 

Zoo wij nognual* ter bekorting «tellen 

cd' + md' = g en e*d' + = 2h, 
fol^ uit (7) amaiddellijk 

' = '-^> 

én waarde yu jr ia {6) onAnogtaia , lont er 
of na faduwl^ heikiditiij; 

' g' +.'<(•>• + + 

Uerait c oplonende , Titiden vij 

gh+ren^d'±nyd'{grc{2h—sc)-t-n*n*d'(r—d')~h*d*} 

vaarroor wij, omdat 2A — — c'ti' ^- i'ti' — c (cd' -f- md^ 
^ {i* — e») d* ea r — d' r* is, oot Itnnnm schrijTeo 
gh-i-r€n*d''±t>^t^{rgc{b*—im)+rr'c*n*—h*y 

'= iMlT^iJi 

en brenjjen vij deic waarde voor x in (8) otct, dan komt cr 
na herleiding 

hiid'—rgcn=fgy^rge{b*—cm)+rr'c*n*~k*} 

Door middel deier Tormulen (9) en (10) kan na de waarde 
lan (^A.'* = + y' geTonden worden ; rumakkelijter echter 
ïi bet uil (6) af Ie leiden, 

rc (2x — t) 

' 

en hierin ïoor x de waaide (9) over Ie brenfrenj wij linden 
dan vooreerst 

g{2h —gc)+cn*d'{2r~ d')±2wl'y { } 

2,-0= g*+n'd'* [ * 

Terder 2A — go = {b* — cm) «diititaerende, wordt de 
teller door d* deelbaar, loodat «ij, leTeni opmeikende dit 
2r — if = 2r — (r — = r + r' is, veriuijBen 
2»-o s<4»-o»)4^»^(i^W)±2f.>/'{»gc(i»-c«HV<!»»»— *') 
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vaardoor «ij dan fadben 

j<<i'-™,)+o'»'(r+'')±2"')^('S<<''-«"><-'^»'«'-^') „„ 
rX i(l •) 

dienende na deze Torm nog behoorlijk herleid te «orden. 
Uit 2cm = 4* O* — fl' «Igt Tooreerrt: 
b' — ak = + 4" — «'), 

= (cd' + md-)c = c*d' + cmd'^c'd'-i-i{h* + c* — a*)d' 

= o' r) + HI>' + '•—•}('— '') 
= - ir(n- + c' - i') -lr'(i' + 0= - O') + fn', 
loodat «q I door het piwloct detcr waarden te nemen , vinden 
g» (i' — e«) = — }<-(o' _ 4' — O' + 2i>c') 
— Jr'(i' _ »• — e' + 2o'n') 
+ ir'(2fl»c' + 24'c» — 2o'); 
omdat m* + n' = 4' is, bcbben wij 
c',.'=«'(J'-m')=-i{44'ct-(2.,,,)')=}{46'cH4'+o'-«")'} 

= J^(_o*_fe*— c»+2fi'c»-t-2a'c'+26>c»); 
omdat 24 = c'd' + b'd' — c'(f' — ,) -i- 4» (r — ii , 
bcbben wij 24 = r(4» — c») — r'4* + r'c», 
en 4' = (4' — 24'o" + o') + ir"4' + }r"o' 
+ irr' (2i"o' — 24') + Jrr" (24'o' — 2o«) — Jr»/» (ïi"»*)! 
biemit vinden wij dan rcrrolgenï 

,5e(4'-c.») + r/c'n>-4' = 
r>a>_ r"4'- r"c'+ 2r'r-S'c'i-2rr'a'o«+2rr'a'4>), 
Sc(4'-cm) + oV(r + r') = 
=i(,.'(J'+o=-«')+r'4'(n'+o-_4>)+,'o>(a'+i'-o'))i 
cinildijt is nog 

J.(,T_0'+(^+. = -C=)(.'-r){,-O+i'(-O' 
= (,.__, (, '-r)(.'_r")+c'(r'-rXr'-r'). 

Wanneer w'j dus (tc buvcnnetondpiiL-, oji ceno ayniclriclo wijze 
oit dc gegcïeiia zsiiitnucstrllie , uildniL!.iii,';pn , door enkele letlera 
aanduiden, cn alioo stellen: 

™i(i>_|.c»-<i')+»'fi'(a»+c'-i')+*'c>(8'+fi'-c')=^f, 
B»(r-f0(r-O-HAV-'-)('^-O+''*(''-''K''-'')=*' 
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— a' — b' — c'+2b'c'+2c'e'-l- 2o"i" = I, 
dmit: JO (i' - ra.) + «•»• (r + O = i», 

►'{ig» {i' — O") + iT'«».' — *•) - iyT. 
/• + nV = S, 
vaudoor «ij voor de herleide vajude raa O'V Toljjeiu (11) r 



R = 



2N 



• (»2) 



- • (13) 



terwijl de fennalen (8) en (10) onTffaa ti 

m ■ 

» — 2jr 

Door het oitbrragen dexcr formulea, naariu de l>ovL-n»le leelceni 
tot het punt O'i en de bcncdcattc lot liet paut O' behooreu , is 
UB an» Tniaj>eluk aoalytiicli opgelost De coaalruclic, die a'ti 
dn» Boalytiscbc oplouiog Toortvlocil, laat zich kurltlijk aldos 
ERmeDTallea ; 

Indien A', B' en C' (Fi;;, 24) do liorizonlale projecliën lija 
Tin de middelpunten der gegevcne bollen , wier tlrakn reapectie- 
vclijlt lija r, r* en r*; beicbi^f dan (op de ïn Fig. 28 aange- 
«eiene v^) den cirkel , de meetkusfUge plaati bevallende der 
ponten, wier altlinden (ot A' en B' «enredi| lijn nut |/r cd 
t^r' ; betcbrijr dcejfelijka den cirkel , in velk* «ntrek do p&nlen 
gelegen xijo , nier afslaailen tot A' en G' eveaiedig lyn met yr 
en yt'; dc taijpunlea O' en 0'^ deier beide cirkelt, mllen d« 
borizontale prDjcclica zijn nn de niiddel[MiDlen van tveo boUen, 
die aan de iiaag voldoen. Conttruecr Tcidei cene detde eren- 
ledige tot r CD iO'A', en iet hm op eene Ign, oit O' regt- 
boekig door de a> ran projeclio geirdken , boren de ai uil , moo- 
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d>t oO' Gelijk aan die derde ereilKdi^ ii; maalt cTenioo ofi'^ 
gelijk aan eene derde evenredige tot r es iO',&'j dan inllca O' 
cn 0*1 ile Tcrticale projeotiSB nn de middelpaalen der gevraagde 
bollen ^n, die retpcctierdgk O'o-en 0'tOi tot Btralen hebbeD. 

De oploMiag der mag <al alleen dan rainogel^k vorden, 
wanneer de nildmUingea p^Jt en j^T onbestaumbaar i^nj en dit 
hangt , in de ondenlelling dat t niet gelgk nnl ia , alleen vin T 
at Immen de intdmlkingen door t en Z* Toorgeileld, laten ziek 
in Tier fictoren oulbinden , loodat men Keefl 

t = (a + b + c){a + b-c){a + ö~b)(b + c-a) 
en T= [ai^r + bi^r'+ cy'r') {ayr + bi^r' — cy^) 

[ayr+ cy-r' — byr') {byr' + cy-r' — ai^r) j 
tiaar aa a , b m e ilc zijden van ccn verkelijlc bcBlaanilen drïe- 
LocL zijn , welks liilioijd door ii^t vrordt olljjedf akt , ii I zeker 
poBitiüf, en dos l/'Tl bestaanbaar of onbesfaaiibaar , na.ir ("elang 
T poallief of ncgalicf is. Maar lot de bfEljanlianrliiid vnn dcu 
genoemden driehoek, dat ia, lot dt'n [wsilicïen tuesland van (, 
IR het noodiaLclijk en voldocndo, dat lie groolslo zijiic llcÏDcr zij 
dan de som der licidc anderen ; uit de ovcrceoliointt der beide 
liüvcni taande oildrukkingcn blijkt dus oamiddeüjk , dal bc( ook 
tot deo positieven locsland Tan T noodzakelijk cn Toldocnde is, 
dat Tan de drie waarden door ayr, byr' cn cyi' voorgesteld j 
de grootste kleiner lij dan 'de som der beide overigen. Indien 
de gToolsIe gelijk aan de «om der beide overigen mogt zijn , ion 
ülecht* 7=0 worden, tonder tot eenige onbetlaanbaarheid aan- 
iuiding te geven; zoo wq dit in ket oof[ houden» en tereni voc» 
a, b ta e dertelver «aarden tn B m C aitgedmlt aobati- 
tuecen, komen w^ ten laatite tot het bealnil, dat het tol de 
juoBel^kheid nm de oploating de« voravtoU noodiakelyk en vol- 
doende is , dat de drie waarden , ioor de uitdmkkingen 
^,(^._(,._r-)-),,^,'{iJ'-(r_rTj»Kr-{C'-(r-r')-) 
voor^i<£iL'lil , k'JiT op zich zelvo ticstaanbaar zijn , en dat de 
rrnolslo •kivf óiW waaiden niet grooler dan de som der bdde 

I,i"''nn f\ii iniJdi^Ipiiiiltn <Icr gsQevene bollen in een leUde 
verlicaal vlak , en dus de horizontale projectiën A', B' en C' ran 
die middelpanlen in eeoe lelfdo r^ Iqu» dan ontataat bel 1^- 
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nadere geval, vaarin t ~ O 'a, BoMluKimii b.T, bet ge< 
Vil, dat het pnnt C' op de 1^ A'S' toMdien de ponten A' ea 
B' ligt , dan ia c = n H~- £ 

vaaniit dadel^k volgt: 

m =bf « = 0 ca t = 0; 
Teider wndt in dtt geval : 
j=i»i'+W=(o+i)(r»-r)+J(r-rO = 
=_o(,_,-)_J(r'_0 = -or_if'+cr', 
2»=o'J'+i'd"=e'(i'-r)-l-S'(r_f')=»V-(o+i)«r+i'(,-r') 

=_o'r— JV+oV— 2oJr, 
iJf=go(i"— !*)=(* — c)Scf=—oJts, 
JV=8'. 
if — abcg aie ofte 

r de (bnnnlen (12) en (13} g 
O'i" = - 



0'B" = 
O'C» = 
B = 





ar + bt' — 




alcr' 




ar + br' - 








ar br' — 


Ct'' 


abc 





4(01- + ftr* — 
4 _ n'r + tv — cV + 2oh - 



2g —^^'ar + br' — cr^ 
Hier Terfct^gea alioo R ea * ieder slechts «^cne vaarde, tenngl 
y twee «asTden Terkrijgt , die eren groot , maar leCGDgUteld Tan 
teeken djn. Het ia dan oA dnidelqk, dat er in dit geval twee 
bollen TBB gd^ken atmal moeten ign, die aan de iraag twaat- 
woorden, co ncW aan memyden bevinden van het TCTtiede 
vlak t dat door de middelpunten der i;c{jcveiic bollen gaat. Ook 
nu Tordt tot de mogslijkbeid der oplossiiiQ niel arjden daa de 
beataanbaaifaeid van yt gevordeni ; waut zno T puilief » , 
hmft men ayr + ii^r" > cy't' 
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en du «»r + Zaif^rr' + Mf* > oV; ' 

mawomdat alt^d r+f* > 2f/'frV«i dn a&(r+r')> 2a&|/irr' 
ü , heeft men ali de ToorsaoDde nwnnutrdo vemld it , zooreel 

te meer a*r + 06 (r + + AV > öV, . 
dal is {ar + br') (a -j- i) > cV, 

of, door (a + J) c deelende, 

or 4- 6/ > Cf"; 
dertinlic ie dan niet alleea de vaaidc Tan jR, maar ook die van 
0'A'* , 0'B" en O'C* poiïtief , loo ala tot de bealaanbaatheid 
leieiicht nordt 

Patten wij thans de formnleD (12) toe op het genl , dat de 
gegcTcne bollen eren groot t^n. Zoo wij daartoe r* = r* = r 
«lellen , hebben «ij , nlgeni de uitdniUiiigen , die door de lel- 
len T,t mH iqn «ooi^leld ^imden, = rt, 7* = r*t 
en AT = 0. Hierdow «onlt 

R = dat ii a = « üf « = 5, 

.wodat fan de beide «aarden raa R de eau 0Drindi|; groot 
wordt, terwql de loder» door odm fimnnlen in eenen oBbepaalden 
M + t/Tt 

Torm wordt aaageweien. Dit R — = », Tolgt, 

ion ala met den aard der laak overeeoliomt , dat er in dit geval 
sleclila £cn bol aan de vraag voldoet, welka alraal door do nildrak- 

king R == ^ 8jy^^ ^"^^^ aangewezen, indien die uit- 
dnikkiDg niet den onbepaalden Tonn ^ aannam. Zia hier na , 

hoe de waarde van dien on bepaalden totid 'geronden wordt, 

Venneoigfaldigcn Tooreent teller en noemer met M-\- \^Tt, 

loodat het er na op aui ad komen te doeu zien , dat — Ti 
door N deelbaar ia, ab wanneer na het weglaten van dien ge- 

mwnen Actor, het gebroken niet meer den vorm ^ zal aannemen , 

indien mei) da stralen der g^fene bollen aan dkander gelijk 
■lell. 



Se aildrakkiog , die Joor SI vootgatdd ia, (ot de tweede magt 
Tefheffende , komt er 

r r»o»(i»-t-«"-«»)*+W4»e»(ii»-i*— c»+2ft»c«),| 
Jf J -^«iV+o*— t*)»-(r3ii'B*c»(6»— «*— c»-f2a»e» ) ! ; 

maar lelteode q> de .nitdrdtking, dia door t h foorgeildd, 
l^ft men blgkbur 

(6» + B» — O*)» = ib*o* — *. 
a* 6» — «• + 26»c» = I — 2o' (ö' + o»— o>),a«i., 

en derhalTc Lannen vij voorde waarde Tan schrijTeD, 

dk der xet (ennen, «aaroït dete oitdmlbing beetaat , kan men in 
twee termen verdeelen , lUBrvati de eene den factor de andere 
den faclOT ia*b*c^ beval; al de tmnen, die f berattea, Tereoiï- 
gende, Terkrijgt t juitt tot coSfficiënt de nïtdrakilng, die wij door 
2* hebben voorgcsleld ; Hierdoor ontstaat een enkele term Tt, 
dien men in Itet foorsie lid der vergelding lan orerlnvngen , 
waanu men temu die vergelijking door ia*b*o* deelea kan; 
dit geeil dan 

JK» — 3i _ 

,»ioi _ (at + t» — e*)\ 

waarvoor «ij ooIl knuoea tchrijTeD 



" 1+ f"ii' — ly («■ + b' — «■)! 

voor «ij ooIl IcDuaea (chrijTeD 

m-n f «■('■ + '■'•-■''-"01 



maar na i> hel tweede lid jniat gelijk aan de uiUlmkkïng, die 
door N ïi nxHgeiteld geworden , en dcrhahe- hebben w» 

-=N oS — — =a*b'c» 



aoodat de laata^eroniide nildmkkii^ voor & five^t in 

Stellen wq hierin = V r, diu Jf = 'rt en J* = 
iia vinden wg voor dit gevsl : 
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Indien I du inlioud it vao den driehoek, dio o , & en o tot 
zijdeu lietil'l, en p dc straal van den cirkel, Qïa tlicn driehoek be- 
■cliFeTcn, heeA men de bekende fiinnnlen 

l=WP ,„ ,= 

en in het luttlbeecboavde gerat ü du ook 
_ «'i»c' _ 

en 0'A' = 0'B' = 0'C' = p. 

I^gen boTcndien dc middelpunlcn der ge^veno bolla in de 
hoekpunten Tan cca gelijkzijdigen driehoek , zQodat a = i =: c 
mi, dan werd a*b*e* = a* , t — 3a* en do> 

m zoo na nog boTendieB de gegeTeno bollen elkander naktea, 
loodat men had « — 2r, ma men h<jd>eii 
« = Jr. 

^ Dere laatate nilkomiten knnnen ook gemakkel^k regIKnekt 
geTonden VHden. 

TRAAGSTDK I. 

Een val heeft de gedaante eener omteenleliagsparaboloïde ; 
de at staat verticaal, en' in den bodem, welkt laagile punt 
tevens de top der parabolotde is, it eene horisontale cirial- 
vormigB opening, Uien vraagt: in hoeveel lijd het vat, lot 
«ens Mthere hoogt» met water gevuld xyude , ledig Mat /ot^psn. 

OPLOSSHtG. 

Gelijk bekend ia, wordt de watermassa iV, die onder eene 
alandrasligc drokhoogte ia ( lecooden uit ecnc (jpcning loopt, 
waarra» dc vlakke inliood a it, ait{;edrakt door de lormnlc 
X = aati/'igh, 

11' DiiL, II* Sm. I 



lijndo hicriu k de slandvaBligc lioogle tin den .mterqdes^ bown 
de opening, g de TenneUing der iwBUtifaMlit; matea door 
proeven te bepaïen coëfficiënt, die m vBrtdiOlende CffirtmtSg- 

hedcn afhangt. 

VorondcMlclIende dan, dat liet water in het pinboMie vat 
MAN (Fig. 28) tol op «ne hooete AB = * «taat, en dooc mh 
in den top A «inweiige opening, welks middeU^n d h, mtfloeit; 
indien dan de watcrepicgel gedorende den tijd * eene daling 
BC — i ondergaat , ral hij in het oprolgendo lijddeeltja Jf* eOM 
(lalinj ondergaan. Gedurende dit t§ddeeltje i(* mag da mt ' 
vloPij'ing aangemerkt worien al* «mder eeoo *tand™iige drnfc 
hoogte AC = A — « 'plaate ta bdbenj do watónnim rfJf, die 
in het l^dded^e gt nihloót , worit da< roJgeaa de aangehaalde 
formule geronden, zoo iiq daarin M dooc ïJf» * door gt, A door 

A e ea s door ird* vervangen, he^eo geeft 

gat =: ict^^aty^k — m). 

Maar de watermam, die in het lijddeellje ï( nitWoeit, mag 
ook aangemerkt worden als een cilinder, die tot hooglc hecR 
cn waarvan een cirkel, CD tof at raai hebbende, hel grondïlak ia; 
K» wij dus den parameter der faeachrijTonde parabool p noemen, en 
bijgevolg CD» = i> X AC =1 /. (A — a:) ia, hebben wij ook 

ïJf = T X CD* X = «rp (* — . *) ï«» 
cn door de beide waard«n van HM aan dkander gelqk te «telleo, 
hebben wij alwo do Tergelijkiiig 

J«r«i»ï«^ (A — ») = )rp (A — «) ï«, 

«»rult TOlgt . « = - ») 

Slilt mm hior* _ « = «i Jm »» = — Ut, iW wonll 

- 1) = - J-»'»» = -{''=- M* — •)•• 
, = ^{c-M* -»)■}■ 



Nqnea «ij na deze integraal tnsachen dc limiten x = O ei 
» = A, tóo k«nt CP, wr den gemagden tgd, ■ 

._:^vs^'A»=:l-^^^.^, 
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muTooi men ook noi kn •chrijten 

r : 

Zij tflt em Tootliedd 



1 ra> 2MI 



i = OyS el, 
d = 0,01 el, 

■ p = 0,2 el, 
g = 9,812 el, 
s = 0,62; 

lOO vlnilt mea 



" 3 X 0,82 X 0,0001"^ 9,812 ' 



OPLOSSING 



AIS PBUSVilAAG ToouunLS 

TooB «lUi KurtwraMiiiifif m usbuKki vnamnnrB vut 
nu Jui 1846, HRt unuai xn Buunra tU' nm 

»»« IR TOUmUD, M HIX LID DU «IBOOtlHIin 

JP. ^. T. J£X.J>Jl^r* 



VRAA.GSTtTK K. 
£ciM horiiontale onbuigbare plaal runt op ryf sltunpmtem , 
die eoo geplaaitt «gfn t ^ ^ hooiptmteti can emm 

R^&M(U^^ vyfluuk ABCDE kunnen noorgesleid wordtH. Elk 
dexar vgf ttem^uMen kan niet meer dan een bepaald draag- 
termogen uitoefenen, toaarran dc hoegrootheid toot het punt A 
door P , roor hel punt B door P {1 + |/5) , voor ket pmti C 
door 2P (1 4- .j/5) , roor het punt D door 2P , en voor Ad 
pmt E door 3P wordt uitgedruil, ffanneer nu de genoemde 
plaal, in hel snijpunt der diagonalen AD en DE, enten last 
moet dragen , wil men de gr^i tinden , icel/ic die loet niet 
overtchydm kan^ tonder het besioifken van een of meer der 
itompiÊÊaen te mroonaken. Bierbg ondenteBtHde, dat de diite 
en het gewtgt der pbua u gering ê^, om .in ammerÜHg 
U koaw». 

opLossma. 

$ 1. Laat Fïg. 29 dm bedoeldaa v^flioek voonteflen , en il- 
100 iagniAge de opgive N liet punt zijn , vaar men de gnwlet- 
nu^^ke belaiting voucht aao te brengen. 

De gegerenB. nïtente druB*eii&<^^ tn ell der ilemi|nuitCQ A , 
B, C, D en E lorllinilihalve door 3„ S,, iS„ Si eo voor- 
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slellcadc^en hen als eren looTefo eTeawijdigo kraditca loodrect 
op het vlal des Teelhoels aannemendo , zal de grootte en hét 
aangrjgpinggpnnt van IinoDe resa]tan(e Q bepaald kansw «oidcn 
door de bekende vargelijtingen 

£(^7 (O 

" - TÏS)'} 

waarin Z{S) do aom det kraditen S^, S^, eni., i:(p£^ ea. 
£ (giS) de fommon Tan ban momenten , len opzïgio van tweo rcgt- 
bodifie aiien ia bet ilaL dé» Tcelhoela, en m en n do courdi- 
aeten na het aaogRjpïoBSpnnt harcr rcsultanto , ten opzigtc van 
die aMtm, b«teel:eneii. 

S 2* Voor den auen xnlten wïj dc lijn AE, bcneTcns dc lijo 
CL aimtemm; xgndo CL uit het hoekpunt C Üea Tccllioeka door 
het pimt IT getrokken', en dm- loodregt op AE, tervijl dczo CL 
almede den £ignud BD ïn detielft midden M regthock% eaijdr. 

Door de tom der gegenne oiterate draaerenoogeDs te nemen , 
hebben rdgeni (1) vooneiat 

Q = E(J) = 3P(3 4- t^Sf i 
Toort* ii, (En i^dgle van de w KE, 

Ml X (Ji + g») 4- CL X S, 
£(5) 

_ ML X P (3 + (/5) + CL X 2P (1 + |XS) 
— 3P(3 + 1^5) ■ 

es, ten opiigle ven de ei tX, 

_ tL X g. + BMX ^1 — DM X - EL X ^ , 

"- HS) r- 

_ kh X (g, — J.) -h I« X (g, — S,) 

— . ï(«) 

_ AI. X (- Zf) -h BM X f [- 1 + I^S) 

— 3^(3 + 

_ — 2tL + (- 1 + yi) X m 

— S(3 + ys) ' 

I 3 
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iiiMi da del vijflioeki a nocmeDdo, h decdfi di^ooBal 
\a(t + {/5)i Aat hehben , omdat AF ^ D£ ^ a is , 

- AC ; AF = BD ! AE =: i{l + 1/5) : 1 , 
dnedo CL : HL = AG t AF = i(l 4- t 1 
m BM t AL = BD I AS = i(l 4- k'fi) : 1> 
hiendt volgt 

ca. = i(l + y5) X ML, BM = + K6) X AL, 
ea door den waardco voor CL en B9I tc labstilDerm , komt a 

m = ML CD « = O, 
vaaniit hlqVt, dst het BUgrijpiogipoiit der boveDgenoemde resul- 
tante , joiit ia het pnnt M vair. 

§ S, Dam na dit aaTigrijpin^spnnt niet Estncovalt met liet 
gi^ven pangrijpingtpiiiit N der gcTraa{[de groolslmogcl^ke belM- 
li'og £, moet wk noodzakelijk die bclasiinj; L kleiner i^Q dni 
de genoemde reiultante Q, dat is, wij moeten liebben 

i < 9 of £ < 3P{3 -1- j/5); 
al de (teanpanten kannen doi, al» de lost in Let pont N wordt 
aangcbragt, niet op het tüterat belut blijven, cn de vraag ii 
alioo teniggebngt tot die, om c«no bclasiiog, in N werkende, 
zoodanig over de iteotipnntcn Ie vcrdeelen, dat daarbij geen der 
SlennpoDtcn overbenraard uj,.dat daailnj ook geen der slconpantca 
eene n^tiere dmkking oadeiga, en dat lereni de wm der mda- 
■tanden door de atennpantcn geboden, of vat hetzelfde zc^t, de jom 
der krachten , die deze wederttanden kannen verraigea , zoo gtoot 
uioQclijk blijvcj als zijoJc die «om altijd gelijk aan de in H «er- 
kende belailinQ. Of wel , in andere woorden , wij znllen f^r^m 
Iracbtcn , door du klein al mogelijke Tennindering der knuhlni 
liaro resullanle , die dan jielijk en tcgcngeileld aan de genugde 
groolsle bclaslinjj L zal wezen , oft M in N te hrengai. 

llicrloc dienen do volgende bctcboa vingen, 

§ 4. Do vermiaderingen , die de nitetste wedentanden of de 
kmchtcD S moetca ondei^n, opdat bimnc rcidtante ail H ia If 
komc CD gelijk aan L zij , kannen wij oni TOorsIcllen ali Ie ont- 
ttaan door kraclilGo S op de «leanpunleu in tcgengeslcldc rig- 
<mg der wedei'stendcit cn daa ia dezelfde rij^ting aU dc hsl L 
wci^^de. Deic kraeblen S' nxigen echter nimmer grootcr ge- 
nomen worden dan de tot hctzelHe Meanpnat behooiende krach- 



Digilized by Coogl 



tta S, daai wij uit den aani der zaak op qccq dec slcofipiuiteii • 
ucj^alicra drukkiogen kuanen (oelateD. 

Do rcsultanlo der genoemde krachlea S' door R' Toantefl«i»]e, 
i»dm L^Z{S)-^{S')=Q-R'\ ™ 

□f i + z{S') = 'L + R' = Q; y ' ' ' ^ ' 

om L zoo groot mogelijk te laten blijven, zal dui R' zoo klein 
mogcl^k moeten vezen g zijnde bet verder, daar de drie even- 
wijdige krachlcn L, R' en Q met elkai^er erenwigl maken, 
dnidelijk, dat elk dier IracLlen gelijk ea tegengesteld aan de 
KBolIante der berde nndcro is , cn dal liaro aangrijpbgiponten ia 
dezelfde reglu lijn. CL mucltiu |;tl(^;,'L'ii zijo. 

5 5, Wij hebben al^uo in lit-t il:ik des veolhoeka eene lijn CL 
(Fjg. 30), waarop deie drie eveniFijdigc krachten loodregt «erken, 
waarin de ponten S cn N gegeven ü\a, terwijl ook do grootte der 
l^rocbt Q , in lU werkende, bekend is, en waarin nu een pant W 
zoodanig moet gekozen worden, dat eeoe aldaar verkeodo kiaebt ü' 
zoo klein ali mogelijk zij, om met Q en met eene ia N «erko&do 
Ivaobt L evenwigt te mak^, 

^ S. De riglingeq In aanmerjüng nemende, volgent welka do 
genoemds kraditeB bier moeten werken , volgt el dadelijk ml de 
cents gnnden der atalica; 

1", dat im ptmten R' en N aui «eougdea van bet pnnt H 
ulian moeten, liggen ; 

2°, dat wij'toUeD moeten vi^doen un ds vagel^Ung 

HM X e = NH' X A'i (3) 

. 3*>. dit bggndg UN' ma groot mogel^V al moeten gennnen 
wotdon, opdat R* too klein mogelijk WMui^ nog valt op ta 

AP, dat, R' geleveid woidende door knditaa ^ lo de iteon- 
pantea, hst eai^T^icingipimt N' niet bollen de grenien van den 
vedboek zal knnnen tallen, 

^ 7. Ingevolge dit alles nu , zouden wij , ingevallc LC eene 
der veelboekizijden fiC of CÜ siiccil , du beide itcnnpuntcu C en B 
of C en B zoodanig mocLca verligfeo , dal ii : in die punten zoo- 
danige krachten aangcbragt denken, dat daardoor in Lel tnij- 
pont van LC met do veelhoek izij do eene nuullnutu R' van die 
krodilcu S' ontstond, die aan de vcxgelijking (3) kun voldoen. 
Vaar omdat bier , wegens de bijzondere waarde on gatcldlicid der 
' 4 
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gieren*, LG jniit Hit ent der itennpnntcn, tumél^k dot» C, 
gaat y xullea aanTUi]tdi|k mofltoa bepronen of lüt augd^ 
, door bef veiligten Tan £ aU«eo cn zonder ildaar eene nega- 
tiBVa dnUing Toort fe brengenf un de Teij^ijkiog {3} te toI- 
doeo. Alidan zal HN' aw gnnt nu^Iijk zqo , en bovendim kan 
men nimmer door bet gel^ki^dig Terligtoi van B en C, of tan 
D cn C, eene resallante R' dier verliglingea in C of in de lijn LC 
doen oattlaan. 

§ 8. Het verligten der sleuopanten B en I>, fervijl men C 
TolLomcQ bclaat Iaat , kan niet baten. Immert loo men B ea B 
verligt, valt het aangrijpingspant van de rctaltantc R' dier \et- 
ligtingen in M, terwijl het in C valt, vanneer men C alleen Tcr- 
ligtj in bet eene geval verkrijgt alioo NN' eene kleinere, cn dos, 
om aan (3) tc blijven voldoen , R' eene groofere ^vaarde, dan ïn 
bet andere geval. Ook ia het, wanneer R' haar aangrijpingspnnt 
in H verkrijgt , onmogeligk , dat R' en eene reaullante gelijk en 
tegengeiteld aan in het pont N zonden hebben. Maar bovendien 
mag men algemeen ttellen, dat nimmer dc gnwtalmogelijkc bcbs- 
tlng zal aangebragt zijn , wanneer dc lijn , die twee onrolkomcne 
of tvcc juhec! niet helaste MeoDpontPn vereciiijt , hut aanjpij- 
pingïpunl van den last aan de diine , cn eeni|; ïoltomcn iielsst 
punt aaa do andere zijde laai ; want door dan in zoodanig vol- 
komen belast punt eene kleine vermindering van den druk, en in 
de twee onvolkomen of nici belaste punten eene kleine vermeer- 
dering van den druk aan Ie brengen , lou men dan nog allijd 
een grootcrcn last in hclïclfdc aangrijpingspnnt , kunnen legen- 
honden. 

Evenmin zal in het algemeen , cn om etnc dci^elijke rede , de 
grooKtmogel^ke lait aangchragt zijn , wanneer er meer den twee 
onvolkomen belule steunpunten zijn; moeiende men hier door oo- 
volkomen bdaate Keanponten all^d dezulken tenlaan, die nog 
veAelijk eenigen dmk ondervinden. 

Het verligten der ilennpmiten A en E zon de refollante det 
wedmtanden , ^e bij de nïtente belaiting van ■! de ttennpnnten 
in U valt> van M nog verder naar de «jdo van C verwijderen, in 
fÜaats van haar in H ts brengen ; terwijl het verligtcn van D cn G, 
van A en B , van & en D , of van B en £ , enz. , blijkbaar ge- 
heel bet doel zonde miwcn, daar men hierdoor óf de resnltohle R' 
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dier verliglingeu bniten CL zoa doeo nllen, if in ilrijd «m han- 
dden met de zoo even opgegevens Toorwaardeo voor betlaan 
feaer groolttfflogelijke bclagting. 

§ 9. U worel bet gdheel alt hst ged«dtelgk onbdut iMea * 
vaa het iteanpmit C onloerailtoid» om te maken, dat RL met Q 
eme lenltante in N nrki^ge, aoo late men £ gdieel onbelast, en 
code de gKKiblmogeli)lie bdasting, die d« punten A, B, D en B 
nog in R zullen kunnen ir^ea. ffierloe a»kt men dan Tooreent ' 
■ de mnllaato Q' na do Tiei ovei^Ietene draagyennt^i .5,, 
Stf at Sf , bepaalt haar aanj^rijpingipunt M', en onderzoekt 
verrolgeai^ boe men in eenig paat lan de lijn, die door M' en N 
gaat, door het miDslmogElijk verUgleit der Tier genoemde stenn- 
puDlen, eene ■'esnllante R' d!cr verligtingen kan voortbrengen , 
welke met Q' eene rwollanle in N oplevert. De gevraairdu grouUl- 
mogelijkc belailiog zal dan klaarblijkelijk gelijk, en tegengesteld 
aan de laaltlgenoemde reaaltante , en dm gelijk aan Q' — R' zija. 

Gaan «ij dn* nn tot de l^anderheden deter berekeningen over. 

§ }0. Hit de vergelijking (3) van $ 6 hebben dan raoreent 

maar ingmolge § 7 moeien «ij bicrin, dn» alleen bet êtem- 
pont C ta vediglen , voor HN' de lijn GN nemen ; terw^l dan R' 
jniit de mligtiDg f j ii, die in bel punt C vordt aangebngtj 

dil geelt dm 5", = ™ X 5P(3 -t- t^5), 

of, omdat uit bet parallelogram BCDN onmidddlijk blijkt, dat 

NM = iCN i», S', == iP{i + yó). 

Daar nn deze waarde grooler iij dan bet uilertto draagvermogen 
— 2P(1 iXS) vaa het «teuDptmt C, zoo zonden wij 
oenen negatieven drak in C vcrkrijgea ; en heslaiten bierail , dat 
bet gebeel opheffen van den druk iu G ontoereikend is , om dc 
resultante van de oierblijvcndc «cderitanden der Blcnnpontcn , in 
N te brengen. 

Alzoo overgaande tot bet ondenoek in J O omnbreven, hten 
'"ij het sKumpont C gebed onbelait. 
% 11. Voor de rentltante der vier uiterste dnagvennogem 
I 5 
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Sii Si, cn 5, rinden cIbq 

lem^I, volgeoi de aljjemeene fónDnlen (1) *an $ 1, *oor de 
coördinalen m' m n' »fln haar aBDgrijpDgtpunt , ten opiiglo van 
de reedt gebeiïgdfl stsen AE en CL, gcnniden vordt 
,_ MLx(J, + J4) _ MLxP(3H-P^5) _ g + K5 

ff " l'P-i-k'S) ~7 + K6^ ' 
^_ ALx(^t-g»)+BM(5, — 

alam reeda In $ 2 gebleken It, dat do loatite tdkr nul it. 

Het aaagi^piDgfpnnt van Q' valt du op de lijn CL ergen* in 
M', tancLcti H en N, modaal dat loen beeft 

konnendo voor deie laatite waarde ook (fcschrcïcn worden 
BISI' = ï'j (~ 1 + Kö) {i + 3k5) X ML. 

§ 12, Volgen» § 9, ia verband met § 6, moelca aa 
tracbten, om door het verligten dar overige vier «tcunpimten eene 
resultante it* dier verügtingen te bekomeo, die hanr aangrijpii^ 
pont crgena op do lijn MN tutachen M' en M of op het nitcnle 
in bet pont H beeft, zoodanig, dat R' met Q' eeoe rcsnllutg ia 
ber pont N ■«oibijgt 

Uit de Uoole inzage reeds der figaac, en alt grond van al htl 
noeger aangemerkte , blijkt terstond , dat dc ponten B en D niet 
alleen het voordeeligite tot deze verligtiog gelegen z^n , maar dat 
het eenigste paar steonpnotcn zijn , met wier veiligting 
het beoogde doel te bereikeD is. 

Er blijft ons dus nog sleohfa over na te gaan, waU« gd^* 
ledige verligling de ponten B an D DMetea ondsgaan, om eene 
Inwbt iï' in U Ie verbogen, «elko aan de vergolqking (3) na 
$ 6 , 100 dl die tut vmtlt, voldoen lal. 

De» vergel^king dan vordl na 

NM' X lp ' = IfM X R', 

m geeft dus 
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mm mogM naden ntdi CL= i(l + l/6)XllL»ndin U 
HB = CH=:CL — ML = }(— 1 4. X 1IL| 

KM'=SM— MMtK— I+i/-5)xlIL-A(— l+KSX'+^l^'jx'"'. 
dn ^' = 1 - 1.(1 + 5>^ = è(IO - Sk-6), 

en alioo verkrijgen irij 

B' = ^^(10 - 3j^5) (7 + 1^5) = ^•(S - f/S). 

IJeie kradit R' moei gelcvcn] worden door de verligtingen , die 
in de ponten B en D moeleo vordea aoiigebragt j maar deze 
ponten lijn even Tet van M verwijderd , en dua moeten hmme 
TcrligtiDgcn ieder eren veel tot R' bijdragen, of ieder gelijk aan 
jn* zijn. Do Tcrmindcringcn , die de oilerM draagrcrmogeni 

= P {l + 1^5) en St=2P 
moetcu DDdcrgnan, tip dn> 

S\ ^P{5 — yS) en S\ = iP{S — yS), 
cn er blijft ilan over Tow de wederstanden, die de ponten B en D 
werkelijk aan den groolïlen in N gepIaBtsten la<t bieden, 
St-S-,=m~.l-^yS) en Ji-J'.^iPHU-p'B), 
welke naar beh ooien pontief i^n. 

De twee overige «lennpanten A en £ blijven volkomen belatt, 
en de wedenlanden , die zij aan den grootsten last bieden i ajn 
doi jntlt hnone niterate draagvermogeni ' 

5, = P en = aj», 
terw^l het pont C TOlkomen oibelatt Uigft. 

De 'mm deser ii« mdentanden ul dm gdl^k aan deo 
giooMen kit, welke door de gegevcoe aleunpnnten in bet pimt 'N 
kan gedngen rnxdea ; die gnwMe but it doe 

i=J'+8i»+i*(-l+V'6)+ii>(-I+k'6)=2ni+VS), 
ea een poolers lait in N aaniEebragt, zal alzoo noodakel^k bet 
benr^ken van een of meer Meunponten moeten veroorzaken. 

Uit deze utluHott bl^kl dan, dat liet ileDnpnnt G alleen dem 
■eliilen lost ma hdben Lnnnen dragen , i&£ai die lail jniat ia 
dat pnnt wsi amgebngt gewoideo. 

f 13. hadden de «Igemeene beacbonwingm cd voorwaar- 
den van 5 8 sog meer knnaen uitbreiden, doch Temeendca, 
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dat znlka voor ons doel niet verder noodl^ wal. Deze oa nog 
vele Bn^cre dergelijke voorwanrdcn strekken cchlcr ten groDdelag 
aan dc oplouing eener meer algemccnc apgatc van het hier be- 
liaodelclc Traaj^stuL ; namelijk, om hij een willekearig aaatal 
tteanpanlen yaa gegcïene draagver mogen a , hoe dio odi in een 
vlak gelegen zip, den grootstmi^elgken Jasl voor em bepaald 
uDffrijpingipiiat te *inden. 

Dit vraagstui is uitvoerig behandeld , a op «en hoogit «Ige- 
meenB en oonpnmlel^ka «^ze opQelotf door dom Lml^,-KoL fmgo- 
«MMr J. P. DupiiT, ia een opitel, te linden in de Faiumde- 
Kngen der klaut vim hef Kon. ffeiert, AufOtmf , Deel 8. 

Se hier door oni g^nno oplosdng ii alt het graoemdo op- 
etel getrokken, en kan du dedit* di «eae turolpng daamn 
beeehocivd wotdeo. 
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HLS PRIJSVRAAG voöROEiTiLD 

TOD! VTKLES iKAHTVOaKDIHO ) TBB lUKIEUR TMBADISiaO tVI 

ma JUK 18,48 , tini muBi tu »iuxiiie tui urrr 
raijfl O loi^uniD, M mt ud du fluwncsm 



VRAAGSTUK L. 

Men rraagt den sland der drie voorname of hoo/d-assen eon 
omKe.ntelitig te hepahn , die in een (cAnvrn k^d, m»l drith 
rormige lanis , door het aoaartepmt va» dat Hg^aam ltMM«a 
getrokken worden. (■) 

•opiossnKt. 

WiBoeer een pkt riak een gel^Ulachtig lïgchMm loodaDig 
nigdt , dat vin dke Ign , dio regtliodt% op het in^ilemb tIsI 
H, door het oppervlak du BgiAuuf un mm^dm gelijke 
■Itikken worden ttgaaedai, mo ii iedere loodliya op dit vlali 
ome der hoDfdoinvGnteltiiguueii van het lif^haam. 

Nemen vij toch, in het mijdende vlak, twee willekontige dodi 
oddcrling rcgtboekige lijnen ala aiscn der y en der s van een 

(') Van dit Triaeitak ii medD reedt dooi hot L[d del Ganootlchapi 
G, T. W. BiBi, cona (^loulng ge^eTcn, welke onder l; A in do 
lesenwoordlge venaiMtlni 1| ogenomen. 
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if^llioeltg coördinaleustelid ain | ao ia da u der s eene jrille- 
Leiirig gelozenc loodlijn op het nijdends «hk.~ d& M^p 
■en c, de coordinatei^, bdlunfcndo tot een der elwnmten gm, 
waarin ra> hst Ugohaam Tcrdedd donken, too bent het 
een tvcode dsmnt , voUunun {d^k bbo bet «ntB, mrt — 
y, en «, lot coHrdiiula. De idtdrakkingen £c,y,!fM m 
S«|S,!f« z^n dot belde gelqk nol, en d^ Tei::g;el^kiiig der cen- 
trale ellipwtde, namelijk: 

[zie DniriVEL, Cmn da Mecmtiqae, U-, tP. 82) neemt alioa 

Aea Torm 

auK De ai der « is dtu eene lan de itaen deter dUjpHÏde, en 
l^gerolg eene dfit' hoofikmweittelhigiMai van bet ligduam. 

De bdde anden hoofilMien , die door den ooftpnaig vm het 
aangenomen eoSrdiuatenitelMl gaan ) liJn de asten der dllps , 
Totgeua «elke de ceutrale etlipMÏdc door Let vlak der yx gesne- 
den wordt, 

Is men nn in slaat de inomcntcn van traagheid dc« ligduamt 
te bepalen, ten opzigte van drie Tcrachtllende asicn, die in het 
vlak der yx zoodanig i^n aangenomen, dnt zij de as der y in 
den DOisprong onder geijetene boeien ca snijden; en 

iet men op deze asten , tan den oonprong af te rekenen , lijnen 
uit, die omgekeerd erenredig met de lierfcantsTOrteb nit de ge- 
rondoie momenten van traoghdd z^n; róodat deze Ignen ïn lengte 

door ■« }u • ™ ■ worden Toormteld, wanneer Jf . , 

jlf, en Jf) de Roemde momentat s^n; dan i^ de oilefaDdm 
ia alcóo «itgeiatin lijnen, ponten der bovesg^anelde dlipB. Bet 
bepalen van den stand dar hoafdattan- is dan tsn^gelniBt, tot bet 
^ndett van dsn.-stand der anen in de ^ps, welke danoonfmng 
tet nüdddpant heclï , cn «aarfan drie ponten gegeven i^n door 
hmme coördinaten : 

Co».»i Sin.Xj Cos. Ui Sin.it^ Cot. -Si'w. 

ITÏÏ^' PST' yMt ' yMt ' yMj ' K*. 
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Ouder «1 do TOonMlai, dia- uit bet mididpant teaa^, 
nau haren oBitnk 'kmuB vaim- fetnUm^ ii de ^nxHe w 

♦irtghiri4 iet ligrhMini m1 derkilfc .emgeleerd eeo mm ' MMiii» 
en een maxiniMD iQn ^ ten ojx^ts m de gnols n 'm ide 
kleme u der doonoede , wi de eesbale ellfpiMdq, met liet vlak 
der ys f dat ii , tm qpngte van de hoofilMieii. Heeft nen doe 
bet momoit M de* ligehaami , ton Ofa%te Tm eoae m , Sin 
in het vhk der yx ligt eti'de u der jf ia den oor^aong gndet 
een TcraDdcrl ijken boek 0 mijdt, in eene fonctïe van diea 
hocl 0 cn dc ^gcvcDR oilgcdniktj loo ia het bepabn van 
den stand dor lioolUom wentel b^uen teroggebragt tot het Tindea 
der vaarde van (f, welke die fanctiD tot een maximnm en tot 
een nrimnmin meakL 



Wij stellen ona voor, tor bepaling van den stand der Iioofd- 
nsten Tan omvcnlelrnjj , die in een gelijkdachtigcn «cheoven 
kegel mei ciTkelvonuïg grondvlak door hel cwaartepDot kanaoD 
getndJien voiden, aditenienvolgau de bode botremaugeveieBe 
«ogen (e volgen. 



Zij, ter bepalitig vau den kegel TABCD, in Fig. 31 voorgcilcld, 
(jCjjCTcn do afraai van het grondvlak Qk = QB =^ QC — r, 
de hooslG TT' = h, en du hoek , wulken de as QT met liet 
grondïlïk maakl , hoek TQT' = fl ; terwijl verder de dijjtheid 
van dit iigchaam p lij. Daar ecbter , vegcns de onderstelde 
{;e1ijkslBchÜgheid van den kegel, p atendvastig is, lal dc stand 
der hoofdassen alleen van l en van de bctrèkking tnsschcn h 
en r kunnen afhangen. Stellen wij verder ter bekorting de 
massa l^ff^^ = m. 

Ilct projecterend vlak TAB >an <]e as QT de« kegels op het 
Qnmdvbk ABCD, terdeclt blijkbaar het h'gchaam in Iwec {^Kjke 
on gelijkvonnige deden > die aan woeraiïïden van dat vlak bij 
legenovmtand goi^fit ;^n. Dit vlek TAJt nemen wij als het 
vlak der yi,.eii hel iwaarteiHint O vtn het ligcfaaam als oorspiong 
au. Be lijn OX , door het iwiuriqiDnt O loodregl op het tIbÏ 
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TAB ^tnikkea , ii dan de u der 7 ea , volgeni het boreu bc- 
weaM , eese der hoofdaiKn. Terder OT , erenw^dig un 
het gfDodtlak, de oa .dery , en éoM (ffi, evenwijdig met TI" , de 
■> der ^. 

Bepalen wrj nu Tooreertt de traagIieidiin«nBnteD iV,, X, on Jt, 
tan het Itj^bajitn, ten opzigte Tan de li der y, nn de as d» s 

en van de a) na den licge). 

Verdeden wij daartoe den kegel ia diÜcrcDtiEilen , door ilakkea 
op afstanden QI = u cd QI' = u + cTenwijdig aan hel 
grondvlak gebragt, zoo rijn dc raomealcn van den door dcie 
twee mijdende vlakken cn het oppervlak des kegelt begrensden 
eilinder EFGHE'F'G'Q' , ten opiigle van do lijocn door het mid- 
delpnnt M Tan lijn grondvlak EFGfl eveowijdig aao de assen 
der y en der s getrokken, jrfMF'cfu en ^TpMF'S'u, en ten 
opiigle Tan de as des kegels Aip {1 + Sin.* S) MFVu (*). De 
belde eerste momenten vermeerderende met dc prodnutcn , die 
er komen , zoo aten Je matia des cilinders ËFGIIË'K'G'II', 
namelijk irpMF'tfu, vermeaiuïQldigt met de vicrlanlon dcv af- 
standen 'Tan het pant M tot de auen der y en der s, vinden 
«ii dwhalTe: 

i»^ = iiTfMF'ïw + )r;MF' X ML'jTh, 
en " ï*, = i^f{l + Sin.» 6) MF'lfu. 
Uit de gel^kTonnige drichoeke^ TFU en TBQ volgt 
BQ : BIF-=i TT' : TT' — QI 
of r : MF = A : A — », 



(*) Van con citkol , die M lolmaMa en r tot ilrasi heeft, U liet 
moment van lTaii|;hcid , ten optïglo van cone si iloor lijn middelpunt 
GCtrolikGii, TDltjcna I. R. ScaiiDi, Dynamica, S 344, 346 en 316: 

1°. dl) de as in Lot vlak van den cirkel ligl , ^Slr' ; 

2". als de e> loodregt op ket vlak in oitkeh ia , \Mr' ; 

3°. alt de «i mei dit vlak een' boek » nuakl, jiVr'fl 4. Sin.**) ; 
nemende hierin ralF, «s(, en Tenungende Jf door de mcMa 
dea eillndera BFCHB'F'fi'H', «elke ia «-fVlfa, «w Terkrgct men 
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en du is MF = j (A — u) ; 

tao sla bdend i>, >ligt het ivaartepoDt <Ice kegels Ier lioogte 
00' = \h boven het grondTlal , en derlialve is 

OL = QI — 00' = u~ ih; 
voorti it 91L = OL X Tang. MOTi , of omdat MOL het comple- 
meat nn TQT' S is , 

ML = (m — ih) Col S , . 
soodat men doot nibtthiitie dexer vaai^en rerki^gt : 

ïjr. = i»,^ (A - Ü + <r». (* - «)* (• - i*)» ï« , 
ÏJr, =: i»p.^(A - «.)* if» + «-p^ Col. »S (* - «)* (" — »*)* ï". 

daar itn dezo dilTcrcotiaaluitdraldiiiigV Tin m = O tot w := A 
mDGtcn geïntegreerd worden , u : 

*,=iT,^y^(»-.)'?.+»,^/ (*-.)• {.-»*)■»«. 

i»,=4»tJ^/'(*-»)'««+'fpC*'l/*(*-")'("-*l)'l». 

Jf,=J»,(l +»"■'•) -«)' 
maar door werkelijk ic integE-mn, vindt mea 

(*-.)•». = }»•, 

ƒ*(*_.)•(._ Wi(.= ^,4', 

zoodit men ; deze vaarden mbstitaerende, cn tevGiiR {irfhr* ~ m 
iimeKndoi «ndelijk verkrijgt: 

= ij)"- 
*. = + £ ')''». 

e» . », = + *■»,' t) Hm. 

U- Dm; IK Snrt. S 
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Do ÏD Het vUL dor ys geleffene aaien , ten,optl^ vaanaB wij 
im mmaOm hereiend hdiboi , mdm met do u der y boden 
«j = O, «1 =s 90" GB O, 3= deriulre 

1 ' . 1 Cot.t Simt . 

■ — rz- cn O, 0 en ' ■' , ■ m — ==-» 

de coiirdiaatcD van drie puntea der ellips 

+ üy' + öys = 1, 
volgeag welke de centrale ellipsoïde door Let vlak der ys geniedm 
wordt. Ter l>cpalin|r der coëfGciënlen A, B cn D ^ liccft men 
dcrliafve !iot stelsel vcrgelijkiuijen 

wwndt volgt: 

» f » n — S-Jf.Ciw.»» 

B =. M,, A — la. cn D = — = — . , 

of, voor Ml, if, en IS, Ac lioven^crondcue vaarden stellende. 



Stellen wij nn Terdei door 0 en i( do hoeken tooi, die de 
beide nog te bepalen hoofdaiien , namelijk de aueo dor ellïpi 
+ B^* -t- = I '"i^' <^<^ der y ntaltenf ï&t 
vuneer ^t feteos de koeken zijn , waaronder dia euen het 
pondvlak ran den k^l mijden , dan i« (lie Sx«ooTnu< , Bt- 
tekoumng der kromme bjnen eaa dm AOMdM graai , $ 4.) 

, Cot, 2^ = Cot. = ? ~ "^ i 

en lüerin dan toot A, B m B do n wmndenc vuudoi oTabrm- 
gtnde, komt er N 

04.30 = CW-Z* = iiCot.i — Tang.i) + — Tmig.i 

2r» 

= Cot. 21 + Tj- Tang. i. 



heUxii derhalfc: ten eeiale Leweiea, dit de lijii , door 
het zwaariepont van den kegel loodregt gelrdikea op bet ptójeo; 
terend ilak vao de os op hel grondvlaï, ewe der hooISuHn Is, 
en dat dvi de belde uidere in )iet-ga^»einde-pnije9tennde vUt 
moeien gelagen ; en -te» Ueetêe, de ootangen» mi bet dobbel 
nn des hoek , ondn. welkeb dn> beide andere amn bet grond- 
iUk midden, lütgbdndt in funetia lan de gfgeïea», den 
Logel bowlen. 

, Do atand dier auen ïi dni Tolkomen bepeald , en ala» aaa 

het gcTRuigdo voldaan. 



'&lTareDï aan Ie (ooocn , dat dc tweede tvijie van besolioawiDg 
tot dezclfdu uitkomst leidt, willen vij nog Let volgende opmerken. 

Ia 9 80° eti Joa du kegel rcgt, zoo ia Col. 2S = co; de 
Bsaen iler x, y en s zijn das in dit gcral de hoordaucn. De 
bij den aanvang Tan dit ondanoek betoogde atelting brengt ona 
tot hebelfile boluït. Alleen , ingeTal de kegel legt ii , beboort 
i^n u lot de boofiUnen ; immers alken voot 9 = 0 verdvqnt 

dc term Tang. , cn vmit daa Cot. 2$ = Cot. 2i. 

Dc coëflïcicnt C van , in de Tcrgel^king der ccnlralo ellip- 
aoldc , ia blijkbaar ntcls anders dan bet moment van traagheid 
den kegels , ten upzijjtc van du us der x. Vofgt mea ter bepaling 
van diit mDmcnt vulinii^ikt denielilien weg, die boten ter bepalbg 
van da monieiilea IS^ en gevolgd ia, loa vindt men 

(£, de lengte ran de as QT dei kegels door I vooretdleadc , 

" = + 

Het mooient JU' nn den k^l, ten opzigle eener as, dtc op 
cenen afilond d van bet zwoaitepant verwijdenl ia , cn dc rii;- 
liogen van de atsoï der ;r, y en « onder hoeken a,beac snijdt, 
vaidt gevonden door tf' m op te tellen bij hel moment M' , (en 
opzigtc van ccne as, Cïcnwijdig nan de eeralc, door bel nraarle- 
. Coi.a 

pnnl getrokken. Ifet pant, vaarvan de coördinaten lijit 
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m .^i, behoort U^lbw tot bet oppenkk der cen- 
tnle dl^M^Ids; mianiit -niff 

Het momeDt C, ten ojoigto van eens der faö<£ibMCo, li reedi 
boren bepttH , nunel^k , lea opiigte nn de ai der «, De mo- 
menten , len ojKtglB nn de beide andraa booBnéea, i^n niet 
andeit dan de ooëfficiëntea A' en £' nn j' en y', m de ferge- 
Igling ^V* -t- -h Cs* = 1 der oentnle elEpnïde ten 
opiigle der booQuien al» eoStdmatenonenj te innnen naar m- 
lüeiiDK beidend vorden t bt door in de borangeTondene idldnik- 

king d is: 0| O = 90°, Cat.2» = Cot.2b = ^ ~ ^ en 

daanu Toor AfB, C en D de gerondene waarden te tlelleo; 
b{ door die gerondene waarden te «ubitilDeren in 

en ff = i + B - yi{A~-M)* + D*]). 
[w nognuali de boTeoaangebaalde $ 4). 



Volgen thant den tweeden veg. 

Vcrdeelen vïj daarbe, even als boTeii, den leget In diilercn- 
tialen, door ilalikcn op dc aütanden QI = w cn QI'^ u + gu 
evenvijdi^ aan bet grondvlak ; loo is bet momGDt van den door 
deie m^dende Tlalkeu en bet oppervlak dci kegela begrensden 
cilinder EFGHE'F'C'H' , ten opiigte van eene u MV', door bet 
midddpont H van i^n grondflak, io het tlak der yj, onder eoHD 
hoek ^ met de aa der y getrtAken, })rp(l + 5öi.»^)MF*ïfi» (*). 
Het moment van dieniet(den cilinder, velka niaua ia KfMF'gu, 
il dn ten opiigle van cenc as OV , cTenvijdig met MV.' door 
bet zwaarteponl dei' kegeli gebrj'gt , 

waarin MN de loodl^n ia alt hel pont M op OV tallende. Maar 
wnden reedi HF = ^ (i — h); 



(■) Zio de voDrpuidg noot. 
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aliffledc OL = 1* — JA, waardoor de rcgthoekige driehoeken 
OML cn OMN jjctcb 

door MilMtitiilie deier waacdeo «ordt daa 



of , BW «i^ TDOr de fategnlea Lara reedi gerondene «aarden {A* 
en ^* ttetleo, en terena veder ^TpAr* = m iafoeren, 

'=4' + *'*^^.-'^^')"- 

Wij hebben dus nu nug de waarde *aa 0 Ie bepalen, die dït 
moment aU faoclia yan 0 lot een niaiïmDm en tot een mininnm 
maakt; bicrtoo behoeft alechta do functie 

^' + 41^ — 3571 

Ie didbreatiËreu , eu daarna ^ ff^^ ^ ^ sbdlen; men vindt 
1 f*" e- O* «'«.art — 0) 

dm «fcïf S».>l = ^Sii.(»_aif) 

ol aii.24> üi».' I = ^ (Jin. 21 CW. 20 — Gn. 2( »>. 

eo , na declini; door Sin. 26 Sin, 2cp , 

■nitnil loljt <r«l. 20 = CtK.il + ^ ^Ij' 
K 3 
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Ofen ali boieo. Hel toetten dezer waaiden Ta» 0, ain vol- 
genda diffireatiaal^piaüêataD, ia HijHatr overiiadig* 



Volgt mcii dcii loalsiaanijc vczon vcq, m hmt iDCD sooder 
Tcel moeüe tot een veel algcmeener roiallaat^ waaruit dal Toor 
oni s^vBÏ gemaUelijt af te Icidcu ïi. 

Denken wij ons namelijk eencn gclijkjlachlijjcD kegel, die zoo- 
danig gesteld ia , dat éu Iiot ligcli^arn ta zijn [;rondvtaL respec- 
tievelijk in ToUomea gelijke cd Lij tegcno versland QeplaatBlu 
deden wordGQ gesneden ; — dc kegel door het vlak , dat men 
door i^D top cn iwaartcpnot loodrc|;t op het grondvlak kan 
brengen; — het grondvlak door de lijn, die mcji daarin, nit 
dcsicira iw.iarlepnnt , loodregt op het genoemde snijdende vlak 
ban trckkco. Stcllea wij dan het moment van traagheid del 
[jmndvlnlis , ten opiigle van de laalstgcnoemdu lijn, door (t, ea 
den inlioud des gnmdvlaka door / voor ; zij verder wL-derom h de 
hoojla van den k^el ; i de hoek , lossclien licl grondvlak en 
de lijn, die den top de* k^els met lijn zwaartepunt vereenigt; 
en ^del^k ^ ep ^ de boeken , waaronder hel grondvlak ge- 
aoeden wordt dm da bdde hoofdassen van omwenteling, dïo, 
volgent het boren beweirae, door het zwaarlcpont des ligchaama, 
ia het genoemde snijdende vlak kunnen worden getrokken j a» 
rindt men 

Cot.itp = CofcZ* = CQt.2i -f ^ ToHg.t. 

Keeren wq lot da vorigs oodentdliag terof, dan it fi =|«r*, 
/ ~ ftr', en er lomt eveo ala borai 

, G)t.Z^ = Cot.2i Timg.t. 

Denlt men licli een ellips, met r en r' lol Iialvo assen , en 
neemt men in liet vlak, door de as r Injdrcyt op het vlak der 
ellips gebragl,een wdleteurig punt alu lop van eencn gclijk- 
sladitigen sdiecvcn kegel aan , die dc genucindc ellips lot grond- 
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Tlak hèefij loo ii /t = i'n'r', I = wtr'- ea iabsln Tederom 

Cot.24= Cot.2A + ^ Tmg.i, 

onaflunkelijL van t' , waaruit wij ten tlotte het volgende resul- 
taat afleiden : 

al de icheeTe elliptisolie k^Ii *an het sleltcl , dat men 
Terlrijgt door r' Ie laten Teninderen, vallen de hoofdomwente- 
linguuen , die door hun gemcenicbappclijk zwaartepunt kunnen 
worden getrokken, langi elkander; en dus ook laog* die van den 
acheeves kegel met dAelTormig gmtdilak, «elke tot het iteltel 
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OPLOSSING 

iu PRIJSVIUlAG vooiGumD 

VRAA«ST1TK, 

VDOl wiLKs uiirTWDOBDiifo , III iLDUunB vBBeiDKBinc Tin oiit 
JiiB 1849, BBi» ixnuBB iiB UHitino tab bbbu nua 

U TOieiKBHD , JUS DBT UD HBS OBRODIKBirs 

C. f . B ^ E X 

mih. el Phil. Nat, Cand.' 

VRAAGSTUK M. 

Een volkouim buigban en onnMan draad , in een vast punt 
bevestigd, ia in twee tetter fitmim met gegeven gewigten be- 
MMtard. Indien nu dat tteliei, nit den evenmigtetotitand gebragt 
en venolgent aan de wering der xioaartekneht veergehaen 
teordt, vraagt men, de hieniit ontttaande lUngertnde beweging 
der geteiglen Ie bepakn ; en b^ionderigk het geval te onder- 
Moeken, waarin de elingeringen ondersleld worden oneindig 
Uein u aijn. 

OPLOSSIRG. 

Het ii klur, dat, lijdeni dea geheelen daar der beweging, de 
draad iteedi getpanoen cal blijTen ; en wel omdat aan de maitieve 
ponten geeoe wiüekenrige loelbeden med^edeeld worden. Immert 
a vordt slechts venuidersteld , dat de (oeatel , dÜ den evenwigli- 
lOMbutd gdmgt aqnde, aan de verking der ivaarlekracht oTer- 
gelilen ii. 

bdlea men dos de leogle van ded draad, Tan Iict opLangpont 
tot un het eenie mataieTe pnnt door l, en dea afiland van dif 
Il« DiBL, ne SiDK. L 
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eente mauicTC punt lol het tweede duor i' voorslclt ; ïoorl* , Icn 
opiigte Tan een r^llioekig auenslelsel , waarvan hel opbangpont 
de oonproDg is en de poeitieTe ai der s in de rigting der zwaarle- 
kracht geoomeit vordt, de coördinaten *aii hel eerste maMim 
punt s, y en s , die tan liet tweede x', y' en m' noemt , snlleo 
deze coördtoateD , gedarende do bev^g, tteedi bleien voldoen 
aan de veigelijkingen 

X' + + .» = /. . 

- + (y' - y)' 4- {»' - »)' = nS-- 

De Terenelling van ieder punt op leker lijddip , laa men cmt- 
iHnden in drie anden:, evenwijdig met de asten, deie rijn dan: 
*00r hel 1»« punt — , — - 

voor iLCl 2de pnm ïlï^ £fl . 

at* st* et' 

ea de massa's dezer panten , of liever hunne gewigten in ponden, 
respectievelijk door m en m' voorstellende, lijn de IrachlMi, die 
Op deie panten louden moeien werken, om, indiea lïj geheet 
ïrij waren , dezelfde Tertne Hingen Toart te brengen , 

? ' ■ g' ' 

en Toor bet 2de punt - 'l'.!!*' a^ 

S at* g SI*' S S'' ' 
waarin g de Tersnelliag der zwaartekracht Tooralcll. (') 

Volgens het grondhi^insel van D'AtiMisKr, moet erna, door 
middel Tan bet Terbaod der punlen, steeds CTenwigt zijn Intsdien 
deze krachten in tegengestelde rigling genomen, en de Itacbten 
die werkelijk op de panten rijn aangehragl ; deze laalile bepalen 
rigb hier tot de gewigten m en m'. Er moet dus evcnwigt rijn 
tnncbak de Tolgende krachten : 

» m rf'y ni 

en —- — ~ — *V ' _ il£ 

g'rsi*' g' Ut*' g'zi*' 

Het grondbeginsel der nrtnele nelhedeo geeft, ali Toerwaaide 

voor dit evcnwigt, de Tergel^king 

(*} Zie: J. F. Durui, ZfyMnma. $36. 



of na herldding 



+ „{,-Li}j. + „'{,_i^}».. = Oi. .(2) 

hierin mogen cclitor de varlaticn niet allen «illekeaii^ genomen 
wordeD , daar zij mDctcn voldoen aan de nit (1) Toortvb^ende 
Tergelijkiiigen xSx + y5jf + xit = O, 
(*'— *)(3*'— ii:)+{y'— yKïy'— 3y)+(«'-«)(5ï'-S*)=0; 
blijLende Toorti ait dc Tergelijking (2) reedi dadelijk , dat de be- 
vc^ng *aD den toettel nïet afhankelijk ia van de Tolitrekle vaar- 
den der nuna'i m en m' , maar alleen Taa dc Terhanding dier 

Telt men deie laatile Tergelijkingen, na ze reipecIIeTclijk met 
zekere oobepaalcle iactoren 4 en vermenignldigd te hebben, bij 
dc rergelijking (2) op, «M Terkrijgt men: 

+ {-«^+''»-f&'-»)}»y+{-»'^+c(»'-»)]v|=Oi 

en hierin mogeo dan de lariatiën geheel villekenrig genomen vor- 
denj 'nodot da ccëlEeiëat ion iedere Tariatie in het bijzonder 
nnl mag geiteld «oiden. Dit geeft : 

- « +*«-».(.'--) = O,. . . (.) 

- " s +'»-'•(»'-») = ?'•• • w 



..) = 0,. . .(.) 

= 0 W 
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- »' + >.(y' - ï) = O -. (.) 

"'«-"•'^ + "(•'-•) = » m 

Door na tosaclicn deze ze* TergclïjLinQen , de onbepaalde fac- 
toren * en ft Ie eliminemt, m1 men ïier vei^el ijkingen bekomen, 
die melde beide vergelijk ingen (1) bet TCreitchle «leisel ran ver- 
jd^kiDfjen nïtmaken , om de coürdinaten der maMieve ponten i 
Toor elt tijdstip der beweging, fonctiën Tan den tijd te bepalen. 

Tot l de genoemde eliminAtie kan men Tooreent (a) met [d) , (b) 
met (e), en (c) met (f) door optelling mhiadai} hierdoor 
verkrijgt men : 



ït» SI' 

it' "* .31* 



^ = O, . . , (b) 
. /y = O,. . . (b) 



S(m + m') - « ^ - H- /« = 0; . . (i) 

^mineert men vervoIgenB /. , eerst tniscben ({;) en (h), daarna 
tnuchen (g) en (i), zoo komt er: 

"(•S-S)+»'('^'-i^)-*'-+">=«" 

OI eliuuDeert men de^[el^kf ^ , eertt taitchen (djenfe), daarna 
tanbhco (d) to (f], nw Tbdt men : 

*' — «" «■ • W 

- T^^-^^^7^ = <>--<^ 

De Tergelijkin(ien (I), (3), (4), (5) en (6) bevatten wel al de 
betrekkingen Tan arhaokclijkhcid , dre tot de Tolkomeüa opToiiing 
tan bet vraagstok moeten voeren, maar de integratie der ricr 
laafite ii niet r^tred*' nitroedHur, lella al Terrangt men de 
regthoeUge coördinaten door polaire. Stelt men daartoe door i 
voer den hoA , b^repen losscben de poritieve u der « es de 
Iqn I , au «ïer niteinde neb het eente massieTe pont berindt; en 
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door 4' ^» ^>oèk begnpea tastohen bet lUL dar m eo em Tlok- 
dal door de as der x en de Iqn f gut, dan «ni men bdiben: 

s ~ t £hi.9 Co$.^, 

y = l Skht Sii*.4^, 

M = i Co».ii 

veriieeldt men aek Teider een nieav icgthoeUg aaienttelwT, ereiv- 
«^dig met let Torige, 'en waarvaa het eerste roanieTc punt de 
Ooi^piODg w, 100 lOB men , de rigling van de lijn l' op gelijke 
door hoeken i' en ^' bepalende , voor de coördmalen Tan het 
Iveede mauicve pont, len .aaniicn van die nieuwe awen, desgel^ks 
hebb«D r Sin.i' Cos.^' , I' Sin.i' Sin.i.' en i' Coê.t' , 
waaruit dan volgt : 

y =; / Sin.i Cofct)/ + /' 5in.S' Co*.*', 
y' = / &"«.« Sin.^ + l' Sin.i' Sin.^' , 
a' = l Cos.6 + V Cm.S'; 
subililueerde men na deze waarden, ea die irelle daaruit Toor 

— , ent. ïoontloeijen , in de gevondene Ter;;etijk!n2en , 

lOO zooden deze wel ecnen TOrm ïcrtrijgeu , dic cene benaderde 
oplosiing toeliet voor liet geval dat de loeslel sleclita Keinig nit 
den evenwijjlstoeabiid werd uebragt, en dat de Loekeu fl, 6', J< 
^' .t^deni den gchccIcQ duur der beweging eeer klein bleven, 
maar dit lal ten aanzien der hoeken en >[<' geeniuns plaati 
hebben. Want zoo de beide raaHieve punten , nadat nj nit de 
verticaal sebragt zijn , niet met het ophangpnnt io een zelfde Ter- 
ticaal blijven, lal in bet algemeen de beweging van het ecnle 
maiiieve punt , dour bet verband van dit punt met hel tweede , 
«nigiina met de beweging van eenca kegelvorinigen slinger overeen- 
komen - bet verticale vlak door dit eente manïeve puit en het 
ophangpunt gaande, aal du» om de Terticalc <w der* wentelen, 
waardoor da hoek +, en bijgevolg ook i).' , Tan O» lot 380" l»n 
aangroeien terwijl 4 en i' «teed» leet klein bl^rai. 

lullen daanm oodentelloi , dat de ifingeringen in e^a ver- 
ticaal vlak plaaH hdAen, Voor dit Thk iet reedi beMhonwde 
vlak der » nemende, worden Jf en bdde nul; hierdoor gaan 
de tergelqkii^ (1) «erin 

- *)• + - «)» = I"- f ■ ^ * 
I. » 
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ferwgl de Tergel^lbgen (3) en (6) Terrilleo, en do Tsrgel^kingeiL 
(4) cm (6) ODTereaderd blijTen besteui. Ter opiotÉog im het 
vmgttol, heUws wij derhalve (bana allea) de Togel^Ungsi 
Cl'). (4) «(6). 

Zg S de hoek tandieD de l^n I en de w der s , t' de hdd 
timdieD de l^n /' en eene evmtv^dip aan de ai der «, dan ia: 
s = l S^t, x' = l Si»,6 + l' ^.ï', 
M = l <k$.i, g' = I Coi,i -i- i' CiuJ' } 
door deze waaiden «an s » s , t' m «oidt al dadel^L aan d« 
Teigd^ogen (1^ Toldaan p terwijl men rader daaniit door di0b* 
lentiatie aal «inden: 

= / €ot.tll*t — I Sim^iSS*, 
gU = — l Sm-tS*» — / Coi.m\ 
ÏV = J(»a» + F C(>t.t'SH' — /' Sm.m', 
SV = {ƒ»« — P Sm.»'g*t' — r w. 
Deze «larden in de Terg;elijl:ingea (4] en (6) «obititaerende , 
iomt er na herleid in 

(„+„.),lli+„T'Je».(.'-.)-™T(ï!)"«-.. (.■-.) 

+?(" + ••')«"■» = 0 (7) 

+ g Sin.6' = 0; (8) 

en uit deie Terj^^Liogea liet men , dat leli» in dit meer een- 
Tondige geval de algemeene oplouiiig aan vele iwarigheden onder* 
betïg it. 

gaan uit dien hoofde, loo aU dit b^ionderl^k in de 
0|igaTe verlangd iif het geval beichonwen, vaann de hoeken 6 en 
(' niet anders dan leer klein i^d. Alidaa mi^jea , in de ge- 
Tondene vergelijkingen, de tweede en hoogere nuglen van t ea V 
verwaarloozen j dat ia, wij mogen ifellen 

I7(W.(S'.— fl) = l, S)=fl'— 8, Jm.fl = S, Sin.6'=i'; 

OTeniDO mogen en > belgeen de neckantoi 

der bockmdhoden van bet eerste pont «m bel opbangpoBt, es 
nn bet tweede om bet> eertte, verwaariooid «orden; wint deie 
boAmelheden lallen ateedi leer klein' U^Tcn. Door den Tet- 
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vdke TcrgelijkiDgen un Tolkomea jniii njn , «BDDeer men lUeen 
de oneindig Ueine acbommelingeo van den. loestol nl bncboamn. 

Ds bode luUto vei^^gkingen ten oprigte *an en 

ofbnende, rindsD 

»!» = _€ - + -' ) + S.^ t' 

ï»!' _ y + «' . g m + 

m . f 1» ' 

of ter bekortiiig ildleiide 

lm l m l' m t' mt 

heUwn eenrondiglijk 

-^ = "5 ■...{&) 

en = fl'S + 4'S'. (10) 

Ten einde den TCrgdölÜDgeo te inlegreren, lal men loor- 
aent kannen • tellen 

» = £m.(f< ^-^c), »' = r ,Sm.(/X + c), 
gn Terrolgeni de hier moriraiDeDde ilaadvulip» p, e mr mo- 
dini^ LmuKn bepalen , dit aan die vergdqUngen door de gettelde 
waaiden van S ea i' voldaan woide. Git deielve volgt dooc 
diOcrentiïlic 

|1 = — p' Sin.{pt + c), li = - ,p> Sin.{pt + c), 

ea il doe «luden m (11) en (12) overinengeDde, iLMnt et 

— p* = a + iSr en — rp* = a' + b'r, 
door welke vergel^kingea nn f ea r bepaald lijn. Uil de eenfe 
beeft men *■ — — ^ 

en deie wairde vu r in de tweede OTeAfcogende , verkr^gt men 
L 4 
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de TergdqLiog 

pt + (a + b') = a'b ~ a 
.of mor O, h, a' ea t' hare waanlen tldlende 




^ Wm 
Hiermt bl^t dit p vier «aarden «n knonen bdiben; date 
i^n editer twee un tvee slechit t^engeiteU vaa teeken , doch 
DTerigeni aan ettaDder gelijk, en daar men , io de toot I en 0' 
geitelde Tortncn , ( ook negatief kan nemen , xondet dat daardoor 
de veigel^kiDgeD ter bepaling Tan jT eo r «nige TCiandering onder' 
. , too ^efea elke (wee tegengeiMde waarden dechli eene 
tdfde oploaaing. Nemco w^ dus alleen de beide potitiera waar- 
den van p ia aaomerking, ea stellen wij de gnwlile *in beïde 
door , de kleinste door toot; nDcmen wij » order r, en 
de waarden van r, die mei deze beide waanlen van p overeen- 
komen, en dai gcTonden norden door dn formulen 

_ n + _ m + m' Bif ^, 

a + pl m + m' mi 

h m' m'g^"- 

en Hellen wij ici bekorting de wortelgrootheid , die in de voor 
geTondüne uildrukkinj; Toorkoinl , door eene enkele leller w 
voor; dan hebben wij : , 



2ll'm 

■') (' + O - 



- (. + w) (I - n - «■ V, . . (II) 

2l'm' 

_ — (m + m') {l — !') + «. 
.= ^-(«+«'){«(l_l')> + „'(;+IO')J 
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is, foi nu ta\ aan de Tcrgcl ij tingen (9) en (10) voldaan worden , 
nicl alleen door 

fl = &"n.{pi( + c,) en 5' = r, Sfn. + c,), 
maar ook doOf 

i = Sin.{p^t + c,) en 5' = r, Sin.(pit + c,). 
WsDDeer men 'derhalve elk deicr bijiosdere ialegraleD oog met 
eene wUIekearige itaadmtige iGiiaeai{[vuldigt', en de mm der 
pradnctea neemt, lindt meo, voor dc algemecoe iab^Isa [der 
tergelijkingen (9) en (10) : 



S = Al Sin. {p,t + e,) + A, -S»n.(p,( + c,) ] 
en i'= A,r, Sin.{p,t + c,) + A,ri ^in.(p,l + c,),J 




welke nn , zoo aU het behoort , vier willekearige onherleidbare 
itandTaitigcD befatten; namelijk A,, A,, en c,. 

Om de vaarden Tan deze et3ndvasti<ren hier tc bepalen , slcllc 
men dat a cn a' dc annvanbclijkc n.-inrdcn van 6 en 9' lijn; dan 
moet, voor i = O , ü = a cn 5' = a' worden, loodat oit (12) 
volgt X = A, iïiJ. c, + A, Sin. c,, 

en «' = A,r, iSin.c, + A,r, -Si«.c,; 

daar *aa de pnDten geeno aanfankeliike snelheid wordt medege- 
deeld, maar alleen aao de «eri^ing der ivaartekracht zijn 

OTergelatsD, moet, »oor * = 0, ook^z=Oen^ = 0 

«etden; de «aarden, die men nit (12) foor ^ en kan af- 
leiden , geven alioo 

O = A,;>| Cos. c, + A,/), Cos. , 
cn O = A-iPir, Cos.c, + Aj/jjrj Cos.c^; 

aan dit laatile paar vcr,^eli]kin;;en zal slechts voldaan kannen nor- 
den, door tc nemen : ól' A i ~ O en A , ~ O, i*if Cot. Ci = O 
cn Cm. Cj O i maar liet voor^ïande paar vergelijkingen laat 
niet toe, dat A, en A, gelijktijdig nul looden konnen rijn^ dos 
moet men nemen Cos.c, = O en Cos.e^ = O, dat ii: ^ 

hierdoor heeft men, uit het eerste paar vergelijkingen ii = A, + Aj 
en a'^AiT, + AjT, waaruit onmiddellijk ^'evondcn wordt: 




L 6 
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dm waarden der ■tandvailigen in (12) OTcrbreDgende , Terkrijgt 
men eindelijk 

ta 6' = '^j"^'^^"'^ Cos.pti — Cos.pit . (14) 

Se Tergel^laiiBen (IS) en (14) benKen nu al de b^noderhedec 
der bswegiDc ea dooc het nitbrengen tbd die Tergen^kiiieeD , 
bn «Iroo de vntg getcht worden beoBtvootd ie qn. Imraen 
leeicn i§ , toot elk «ïllekenrig tqdeTerioop ( na den uonng der 
bew^ng, de hooien fi en S' lóneii, die de beide deelea nn 
den draad met de verticeel mtken , en die dm eomiddelt^k den 
(Und Tan den toestel aanvijlen. (*) 



(") Wanneer men de lellen ea noemen der breuken , in de 
fomtnlen (11) voorkomende, Termenig*iildigt met de vertchlllen of 
■ommen der beide termen , lommen «f verw:hillcn de teilera 
dier brenken nilmaien, herleidt tnen die ümaalm gemakkelijk tot 
2(mH-ffl') 2{m-f-mT 

' (m + m')(/-0-«'' ' + 1')+^' 
moeien don tow tommige bijnrndere wurden im I, l', m en m', 
da brenken die in (11) moiloma) den vonn ~ aannemoi, dan nl 

dit met de alioo herleide hrenken liet geval niet meer zijn. 
Alinn TÏndl men gemnkkelijk : 

Toor r = 0; w = {m + m')l, p, = co , = 

~a>, = 1, en S = a Cot.t y^; 
TOOr / = 0; w = (m + m') /', — oo; jj, = |/^, 

Tl = 0, = — , en fl' = «' Cat.ty^; 

Toor m' = 0; w = m(i — l'), = jxC, — 
r, = 00, fj ~ ™ S = « Cöï. ( (/^j 
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Stelt men zich eokelvoudigc elingers voor, mrnn de hoeken 
met de verticaal, door 6,, S^, 6\, i\ Toorgnteld, nwr dk t^- 
itip bepaald zijn door de fonnnleo 

— Coa.pit, #» = — ^'^ J7 ^ - Cos.p^l, 

e ,' — ''■t'"**~''7 (7M.p.f, e,'= — -■ fi~y - ~ - ^ Cot.pti, 
— r, ri . 1 »"ï — «"l 

en vaarvan de perioden govunden worden door p^t = 2v en 

p^t = Zsr IB slellcD, dan xal tteeds 

e = 9i 4- fl, en fl' = S,' + 4,' 

lijn. Men kan dns de bewegÏDg nn elk onzer beide maineiQ 

ponten beichonven ab nit twee enkelTondige ilingeimgen te 

zamcDgesteld. 

Verder is de algemeene beKboawing der Tergeltjkingtn (13) Ba 
(14) aan zeer vele iwangheden onderbeTig ; men kan er eteowd 
gemakkel^k nit aOeiden , dat in bel algetneen de beweging Ton 
den toeatel geensiina beilaat nit eren groote heen* en veefgaande 
tcbommelingea van gelijken dnnr. 

Voor 1=0 DHOBlqk, wsannede OToeeDttemt Cat-p^t = 
Cett Pt* ~ 1, gsna da Tergd^Üogen (13) en (14) wd naar be* 
boorai 1 := « en 8' = 0*1 maai na dit t^dit^ niko t m i' 
idet maar gel^ktq£g die aannnkel^ke viaidCn leng Innnea ¥er- 
l^gen ; want mt gengde vergel^ingea kan men genukkel^k af 
leiden, dal niet wederom gel^t^ïg S = « en 1' = «' kan 
wezen, tenzij ook wederom, voor zekere waarde van t, Coi. p^t 
^ Cot. p^t ^ 1 mog( zijn , cd men zoo dna moeten hebben 

Pit = 2ix en p^t = 2iV, 
waarin h ta k' tekere gehecle getallen verbeelden; bierait zon 
Tcdgen dat pi : p^ = Jt : k' 

TOor « = 0} 10 = «'(/ + iO, i», = P» = yj^n 
r-i = — -^fl rj = 1 , en zoo men dan nog boTendien. a = a' 

ïtelt, 6 =^ i' = et Coa.t 

al hetwelk met de bekende theorie mt den enbelTondigen alinger 
DTereemtemt, 

w. c. 
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moeit lijn, of dat eu aoderling oneetbaar inoetlen «eten , 
maar in het algemeen z^n en p^, blijkeni de daanroor genn- 
deoe vaarden onderling onmeetbaar , en derhalve lun dan de be- 
weging ïn bet algemeen giet periodiek zgn. 

De Terboodiog van pi tol p^ kan eobler altijd bij benadering 
door grootc getallen uitgedrukt «orden, getallen die grooter zijn, 
naargelang men de-terhomling naanwkeariger begeert nit te drok- 
lieo ; mea kan das ooL altijd eene reeka tan tijden aanvijzen , na 
verloop vnn wulkc toe.slel meer en meer lot zijnen oorspronLe- 
lijken toestand nadert , zonder dien ochler ooit volkomen te kun- 
nen beitikeo. Men bthoeft liicrtne sitolils de verhouding — in 
eeoe ' kettingbrenk te ontwikkelen , en dc opvolgende nadereode 
Inenkea dier kettingbreak te berekenen ; is dan p eene dezer na* 

derende breuken, zoodat nagenoeg — =— h, dan lal, ali 
Px « 

p^t — 2*» geworden ia, ook Qogonocy p^f — 2i4V gcwoiden 
zijn, en dus ook wederom nagenoeu Cos. p^t z Coi. p^i ~ 1, 
alamcde fi = a en 9' ~ a'. 

Uogten echter p, en onderling meetbaar lijn, lietgccn voor 
sommige bijzondere waarden van /, i', m cit la' zou kunnen 
gebeuren, zoodat men werkelijk bad 

: p, = i : i', 
door k en k' geheele getallen aangeduid wonleode, zoo wordt de 
tijd T, M welken de toeatel Tolkomeu ïn z^nen ooniHiHikel^keiL 
toettand lanigkeen , bepaald door de tbnnole 

Pt Pi ' 

en na verklop van de üjden 2T, Sr, iT enz. nT zal dan de 
toetlei telkens andermaal in zijocu oorsproukclijkcn toestand ge- 
komen ^n, 

Li twee b^iondere gevallen gcveu dc formnlen (13) en (14)merL- 
waardigo aïlkomgteoi namelijk als de aanvankelijke afwijkingahoe' 

keti a. en a' zoodanig g^*^ 'Ö^i — = oF 
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In liet «ertU gml, mmdgL al* «'= r^» U, "Tillen de au- 
Tinkel^iw «fwiglinfpltoden aan detail^ t^de tan de Terticul, 
omdat alt^d pontief ii. Voorla beeft loen : 
f,« — «' = O, 



.ai!ï^= r. X - . = - r.. = - 
toodit hier de fimoDlea (13) en (14) geten 

B = « Coa. pjt en i' = a.' -Co*. p^U 

Hierait bl^kl, dat in dit bijzondere geTal da loeitel gelijke en 
itoohroniiche glingeringen aan veerezijden van de verticul nl vol- 
brengen, zoodat hij, bij het einde der eertle Khommcling, aan 
de andere zijde van de verticaal cene fignur zal vormen , die bij 
tt^enoTerstand gelijk en gelijkvormig is, met dc fignar bij bet 

bpgiii. McD viodt namelijk, voor f = — oft>,( = 9r, i = — « 
en i' = terwijl alidaa dehoekmelheden^= — p^xSin.p^l 

eo ^ = — Pt*' ïSin. p^t beide f^t^k nnl «orden en oogen- 

bUUtalijk daarop van teebcn Terandcrf^o , zoodat de maegieve pon- 
ten wederom naar dc andere zijde beijinnen te slingeren. 

Voorp,t = {rr o( t = is 6 = i' = O, weshalve op 

dat tijdilip de gcheele draad volgens rlc vertie.ial gerigl 1«. 

Voor l=T, — ± ''i •'Mft Cos.p^t = Cos. {l!r±p^l') — 

S(N.pil'. bssenlg t = s Si».pti'^ 1'=: ^ «' Simptfi 
dat ia, evenTeel tijd i66r alf si hel t^ditip, waarop da gdicele 
diaad neb in de Terticaal bevindt , iqn de etw^kiDgaboekra eren 
pDol, doch aan ttgengolelde rijden nn de verticaal gelegen. 
B^tendien beeh men, t^dena den gebeelen donr der bewegtog, 
1 :*' = «! 

.We -:_ = «:«=a:li 

loodat de afw^kiogihoeken evenredig aan honite oonpnnkelijke 
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matden bleven, torvijl ooi ifeedi de hodMnelhcden timndng 
mVt da aiW^kinjsriioekeii ^n. 

De eenec geliedo ■ehommeliiig wordt geronden door 
Co», p^t = — 1' en dot p^t = ir te ilelloi; ter bepaling na 
dien tijd T, heeft men du de brmnie 

r = JLi 

en ttelt men na door £ de lengte na den enieliotid)|;en aliogR 
Toor, die ^oe tlingeringen in deuelfden igd ali ante toestel 



betgeeo genuUd^k berieid «ortlt lot 



£ = «I + O + il'- 



en daar den .«ortclgroatheïd blijkbaar grooter dan bet vericliil, 
maar Meiuw den de aam ran I en 1' ia , zal men ook hebben: 

ai> / > i«» £ > n + w-n = i> 

ali i i., Z- > K' + + iC- '} =t'> l, 
eelijk mede, L i i(l + l') + ^1 + l') = l ^ l', 
nmdat de laigte *an genoemden enkeliondigen alinger kletoer dan 
de gebeele draad , maar gioQter dan het grooUte na hare beido 

deelen 'it. 

ia het tweeèk der bovenbedoelde bijEOndero gevallen , namelijk 
ala a' ~ r,a ti, vallen de aanvankel^ke afwijk! ngshocliea aan 
weennjden van de verticaal , omdat altijd r, aegalief ii. Toorli 
beeft men dan : r,a — a' = O, 

r,» — et' r^it — fi* 



■.(-■,« 



1^ = ,.. 



ïoodat de fonualen (13) en (14) in dit geval geven 

e = K Cot.pjt en 4' = «* Coa.^il, 
morait (oortgetijke opmerUngen ala in het Toorgunde geval 
Toortvloe^eD. De hoeken B en S' anllca hier ateeda aan ti^- 
arergeitélde ^dea der verltoaal vallen ; nllen gel^ktgdig ntd 
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\rordeii; op het oogenUik dat i nqptief vordt, leA^t 0' een» 
podlieie marde, eu omgeLeerd. 

' Voor den t^d F eeoer enkele tcbommding, i» vnloop Tm 
«elLen de figanr van den toestel bij tegenovenbmd deiellcle ge- 
daante heeft ali het be^n , heeft men bier 

r = ^ 
Pi 

m TOOT de lengte £' Tin den enkelToodigeQ ilinger , die ^ne 
fdiOQuneliDgeti in deueinen t^d ali onte toestel ToUnengt, 
^ _ g 

^'~^~(" + -')(' + '') + «' 
dat b na herleidiDK 

m(l — (')■ + in'(H- I')' 

liiemil volgt: 

al« / > f is, V < i(/ + /') - K' —i') — V<^l, 

aU /' > ? U, i' < \{i + O - iC- O = ' < 

gelijk mede L' > \{i + /') — i(i -t- 0 = <>> 

loodal deze entelvoutlijje iliDgcr korter is, dan het kleinste der 

beide deeten van den draad. 

In liet algemeen lal men de bijzondere getallenwaarden van 
m, , ' en in de fbrmulen (13) en (14] moeten snbsti- 
toeren , om alsdan , met behalp van die geUUenvergelijkingcn , 
de verlangde bijionderheden der beweging op te sporen. 

Wil men h. v. de tijden vinden, na verltwp van welke de 
beide deden van den Jniad hunne grootste afwijkingen van de ver- 
tikaal ïcrtrijiien, ioo zal men uit (13) en (14) de waarden van 

^ en — moeten afleiden , en die Relijk nul moeten stellen. De 

Terge]ijkin;;cn , die men daardoor verki^gt, tak men dan dk al^ 
zondcrlijk ten opzigle van de daarin vootlKimendo onbekende t 
moeten oplossen, of liever men nl uit die vergelgkiiigen door 
benadering do waarden van t moeten beidLenen, die in het alge- 
meen iu beide vergelijkingen niet deielfde snUeD weien. Den 
benaderde waarden van I, in de overeenkomstige Tei^kii^ 
(13) en (14) gesDbslitneeid , geren don tok t en t' de grootit- 
mogelijkc afwijkingihoeken, 
VTil men het tijdstip bepalen, «aan^ hel eertte manieve pmt 
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verticaal beneilpu liet nplian[[pUDl Innii , 'W' sltik' mee in (13), 
S =1 U, ficii als mïü in (14) j' = O za] moeten stelleu , om 
liet Iii<iHlr|i te licpnku waarop hel tnocdt maiiievc pant zich 
vcrticit.'il beneileu lict eerste tievioii). Uil elk der bicrdoor Tcr- 
tregenu ïcri;elijkiii(jen ml dan wederom / moeien opgelost of bena- 
derd worden. 

De genoemde iij'iilupaliinjcn vocron in hef aljjemcen lol de op- 
iowiog nu (ransceiideul.'ile ver;^elijkiiigcn , die ecD der vormen 

Sin. <p ± \. Sin. B$ 1= O 
of Cos.<P ± A Coï-B^ = O 

bdJ>en, «airin A en B meealal beide irntioDaaJ lijn.' Bnelionwt 
men dan den loop der liromme lijnen, wier vergelijkingen tijo 

y = Sin.3: ± A iSH.Bx 
ea y = Coi-' ± A Cu.Bx , 

zoo lallen Iiifb ta^pimtai met de u der « wairden van $ doea 
kennm, die aan de genoemde traiuceiidentale Vei^lïjkiogen toI- 
doen. Haar de onmeetbaarheid van B tul oorzaak zijn, dat de 
loop der kromme lijn boven en beneden de nt der x tol in het 
onnDdige aMuelt, en dat er dni een oneindig aantal vaardeu 
■na <p lijn, die e)k op zich zelve door eene bijzondere benade- 
ring moeten berekend worden. Ook zullen de ordinaten y der 
kromme lijn , tueachen twee opvolgende snijpunten met de a» der 
X, twee ot' meermalen maiima of minima knnnen zijn. Dit alles 
maakt die berekeningen lail^ en nmtlagtig, loodat verder 
daarvan, zonder in eene (e groots nilbrddmg Ie vervsllen, geen 
hijzonder voorbeeld ktmnen geven. 
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